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AVVERTENZA 

ALLA  SETTIMA  EDIZIONE 


Dopo  il  rifacimento  della  seconda  edizione,  il  volume 
ha  nelle  successive  subito  altre  leggere  modificazioni,  che 
non  ne  hanno  però  alterato  l’ordinamento  generale  ; sono 
state  sempre  modificazioni  suggerite  soltanto  dall’ intento 
di  rendere  il  libro  più  breve,  più  chiaro  e più  assimilabile 
dalle  menti  di  giovinetti,  che,  visto  F indirizzo  attuale  degli 
studi  nella  scuola  tecnica,  da  cui  quasi  totalmente  proven- 
’ gono  quelli  a cui  il  libro  è destinato,  sono  poco,  o punto, 
allenati  a studi  di  carattere  razionale.  Più  volte  sono  stato 
^tentato  di  mutare  di  pianta  le  prime  pagine;  ma  sempre 
: mi  ha  trattenuto  il  pensiero  che  questi  mutamenti  avreb- 
wbero  reso  il  libro  più  difficile,  sicché  anche  in  questa  edi- 
zione esse  pagine  sono  rimaste  quasi  intatte.  In  esse,  e in 
tutto  il  resto  del  volume,  sono  state  fatte  qua  e là  alcune 
- correzioni,  brevissime  aggiunte,  lievi  varianti  per  raggiun- 
gere o maggior  precisione,  o maggior  chiarezza,  o mag- 
" gior  brevità;  ma  insistere  qui  su  questi  mutamenti,  che  non 
ì hanno  che  poca  importanza,  lo  stimo  del  tutto  superfluo. 

Rinnovo  agli  egregi  Colleghi  che  adottano  il  volume 
4 l’attestato  del  mio  grato  animo. 
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Milano,  luglio  del  1918. 

520329 


G-.  M.  Testi. 


AVVERTENZA 


ALLA  SECONDA  EDIZIONE 


Per  questa  seconda  edizione  il  volume  è stato  totalmente 
rifatto.  Le  modifiche  di  maggiore  importanza  in  esso  introdotte 
sono  le  seguenti:  L stata  aggiunta  in  principio  una  introduzione 
sopra  alcune  nozioni  logiche:  quella  medesima,  con  alcune  va- 
rianti e correzioni,  che  precede  ora  il  III  volume  del  corso,  e 
che  in  quel  volume  è destinata  a sparire  in  una  eventuale  nuova 
edizione;  la  teoria  della  numerazione  decimale  e le  dimostrazioni 
delle  regole  pratiche  per  le  operazioni  aritmetiche  sono  state 
riunite  in  un  capitolo  chejsegue  Pesposizione  della  teoria  di  esse 
operazioni;  le  teorie  del  massimo  comun  divisore  e del  minimo 
comune  multiplo  sono  state  svolte  in  paragrafi  distinti,  in  due 
modi  diversi;  deducendole  cioè  prima  dalla  scomposizione  dei 
numeri  in  fattori  primi,  ed  [esponendole  poi  indipendentemente 
da  questa  teoria;  Pultimo  capitolo  sulle  operazioni  abbreviate  è 
stato  omesso. 

Di  più  Pesposizione  è stata  dappertutto  rinnovata  per  ren- 
derla più  breve,  e,  a mio  giudizio  almeno,  in  molte  parti  più 
chiara;  e a questo  scopo  sono  state  omesse  molte  considerazioni 
che  prima  eran  fatte  sulle  grandezze;  sono  stati  posti  in  evi- 
denza i postulati  annessi  ; tolti  gli  enunciati  delle  regole  pratiche, 
quando  si  riferivano  a norme  che  devono  essere  notissime  al  let- 
tore, o appaiavano  abbastanza  evidenti  per  considerazioni  già 


Vili  AVVERTENZA  ALLA  SECONDA  EDIZIONE 

fatte;  e molte  dimostrazioni,  in  special  modo  sulla  divisibilità,  sui 
numeri  primi,  sulle  frazioni  ordinarie  e i numeri  decimali,  sono 
state  cambiate.  La  raccolta  degli  esercizi  è stata  anch’essa  com- 
pilata di  nuovo  e resa  più  numerosa. 

Spero  che  questi  mutamenti,  i quali  han  permesso  di  dimi- 
nuire notevolmente  la  mole  del  volume,  avranno  l’approvazione 
dei  miei  egregi  Colleghi,  che  qui  sentitamente  ringrazio  per  l’ac- 
coglienza che  hanno  fatto  fino  ad  ora  a questa  e alle  altre  mie 
pubblicazioni  scolastiche. 

Pesaro,  luglio  del  1897. 

G-.  M.  Testi. 
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INTRODUZIONE 


ALCUNE  NOZIONI  DI  LOGICA 


§ 1.  Schiarimento  di  alcuni  vocaboli 

USATI  IN  QUESTO  CORSO. 

I.  Il  complesso  di  tutte  le  cognizioni  che  si  hanno  ri- 
guardo a un  dato  argomento  costituisce  una  scienza. 

Così  per  es.  tutto  quanto  si  sa  rispetto  ai  corpi  celesti  costituisce 
la  scienza  astronomica  o astronomia. 

Per  la  costruzione  di  ogni  scienza  fa  d’ uopo  la  conoscenza  delle 
norme  che  conducono  al  retto  ragionare  e quella  di  certi  principi  fonda- 
mentali,  dai  quali  poi,  mediante  il  ragionamento,  deduconsi  tutte  le  ve- 
rità che  costituiscono  la  scienza  stessa. 

Le  norme  suddette  dette  principii  formali  sono  comuni  a tutte  le 
scienze;  quei  principi  fondamentali,  detti  anche  meglio  principii  mate- 
riali, di  cui  abbiam  già  fatto  cenno,  variano  naturalmente  da  scienza 
a scienza.  Tutte  le  scienze,  avuto  riguardo  all’origine  delle  cognizioni 
che  in  esse  si  svolgono,  possono  dividersi  in  due  grandi  categorie:  le 
sperimentali  e le  scienze  dì  ragionamento , dette  anche  ideali.  Le  prime, 
come  la  -fìsica,  la  chimica  ecc.,  ricavano  i loro  principi  materiali  dall’osser- 
vazione e dall’esperienza  {*);  per  le  seconde  invece  questi  principii  sono  in 
qualche  modo  arbitrari,  purché,  naturalmente,  non  assurdi,  o in  contra- 
dizione fra  loro,  e si  fissano  in  certe  frasi  o proposizioni  dette  definizioni 
e postulati,  le  quali  dunque  dànno  esistenza,  sia  pure  in  certi  casi  ideale, 

— 

I* 1)  Si  fa  un'osservazione,  quando  si  studia  un  fatto  che  si  presenta  spontaneo  ai  nostri 
sensi  ; si  fa  un'esperienza,  quando  si  riproduce  ad  arte  un  dato  fatto  appunto  per  farne 
oggetto  di  studio. 

Testi,  Corso  di  matematiche.  Voi.  I — 1 
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ai  soggetti  della  scienza,  e servono  ad  assegnare  a questi  per  comune 
consenso  certe  proprietà  fondamentali. 

Col  ragionamento  poi  partendo  dai  principii  materiali,  raffrontan- 
doli, combinandoli  fra  loro,  è messa  fuor  di  dubbio  l’esistenza  di  verità 
{teoremi)  il  cui  complesso  costituisce  la  scienza  nella  sua  vera  essenza. 

Tutte  le  cognizioni  relative  ai  principii  formali  delle  scienze  costi- 
tuiscono un  corpo  di  dottrine,  che  è una  scienza  ideale  e che  si  dice 
logica.  Ma  le  norme  di  ragionamento  che  da  essa  si  traggono  segue  nel 
ragionare, e nel  discutere, spontaneamente  chi  ha  intelletto  sano,  e quindi 
ee  teoricamente  lo  studio  della  logica  deve  precedere  quello  di  qualunque 
scienza,  in  pratica  questo  studio  non  è indispensabile  in  tutti  i suoi  par- 
ticolàri, e perciò  qui  ci  si  limita  soltanto  ad  un  cenno  di  esso,  e preci- 
samente a stabilire  il  significato  di  alcune  parole  il  cui  uso  è indispen- 
sabile, a stabilire  alcune  leggi  logiche  fondamentali  e all’ indicare  i metodi 
che  si  seguono  nella  scoperta  o nella  verifica  dei  veri  scientifici. 

II.  Suol  dirsi  assioma  la  proposizione  (* *)  che  enuncia  una 
verità  evidente  di  per  se  stessa. 

Sono  per  es.  assiomi  le  proposizioni  seguenti:  ogni  oggetto  (2)  è iden- 
tico a se  stesso ; non  può  un  oggetto  essere  e non  essere  contemporanea- 
mente; le  medesime  cause  hanno  i medesimi  effetti.  Non  ci  sembra  che 
esistano  assiomi  speciali  per  la  matematica. 

III.  Definizione  è la  proposizione  che  fissa  il  significato 
di  una  parola,  o la  natura  di  un  oggetto. 

Nel  primo  caso  la  definizione  si  dice  nominale  come  è per  es.  questa:  ] 

Pari  si  dicono  i numeri  divisibili  per  due ; nel  secondo  è detta  reale,  e 
deve  fissare  dell’oggetto  definito  quelle  qualità  che  sono  necessarie  e 
sufficienti  (cioè  che  non  posson  mancare  e che  bastano)  perchè  esso  non 
possa  confondersi  con  altro;  quelle  qualità,  che,  come  si  dice,  sono  ca- 
paci di  individuarlo. 

La  definizione  reale  si  fa  perciò  enunciando  dell’oggetto  che  vuol 
definirsi  quelle  qualità  che  esso  ha  in  comune  con  tutti  gli  altri  analoghi 
coi  quali  potrebbe  esser  confuso  (e  questa  parte  della  definizione  dicesi 
genere  prossimo)  e specificando  poi  quella  sua  propria  che  da  questi  lo 
distingue  (e  questa  seconda  parte  dicesi  differenza  specifica).  Per  es. 
nella  definizione  : La  potenza  è il  prodotto  di  più  fattori  tutti  eguali  fra 
loro,  la  frase  prodotto  di  più  fattori  corrisponde  al  genere  prossimo, 
l’altra  tutti  eguali  fra  loro  indica  la  differenza  specifica. 


(*)  La  parola  proposizione  non  va  presa  nel  significato  grammaticale;  la  proposizione 
è un  discorso  (che  può  constare  anche  di  più  proposizioni  grammaticali,  e anche  di  più 
periodi)  che  contiene  l’affermazione  di  un  fatto,  di  un  principio,  di  una  convenzione,  di 
una  verità,  di  una  questione  da  risolvere  a seconda  dei  casi. 

(*)  Nemmeno  la  parola  oggetto  deve  essere  intesa  nel  senso  della  lingua  parlata 
nella  quale  si  usa  per  indicare  ogni  singola  cosa  materiale  e inanimata,  ma  deve  inten- 
dersi nell’altro  significato  più  vasto  di  tutto  ciò  che  può  essere  scopo  di  osservazione, 
di  riflessione,  di  studio  e quindi  come  comprendente  in  se  le  idee  di  cosa,  ente,  concetto. 


POSTULATO  E TEOKEMA. 


IV.  Definizione.  — Si  dicono  postulati  le  proposizioni  colle 
quali  si  fissano  i principii  materiali  di  una  scienza  ideale. 

Il  postulato  ha  qualche  analogia  colla  definizione,  ma  ne  differisce 
però  in  questo:  che  la  definizione  può  e deve  essere  preceduta  dalle  con- 
siderazioni che  pongono  fuori  di  dubbio  l’esistenza  dell’oggetto  definito, 
mentre  l’oggetto  considerato  dal  postulato  rileva  il  più  delle  volte  ap- 
punto da  esso  la  propria  esistenza.  Vedremo  in  seguito  esempi  di  po- 
stulati ; osserviamo  qui  solo  che  quantunque,  come  abbiamo  già  accennato, 
vi  sia  arbitrarietà  nella  scelta  del  sistema  di  postulati  che  si  prendono 
come  fondamento  di  una  scienza  ideale,  pure,  se  si  vuole  che  essa  scienza 
abbia,  per  le  conseguenze,  riscontro  nella  realtà,  occorre  scegliere  i 
postulati  medesimi  d’accordo  coll’esperienza.  I postulati  che  son  fonda- 
mento di  una  data  scienza  devono  essere  indipendenti,  in  numero  minimo, 
e,  per  quanto  è possibile,  suffragati  dal  comune  consenso. 

V.  Definizione.  — Dicesi  teorema  una  proposizione  affer- 
mante una  verità  che  diviene  evidente  soltanto  mediante 
ragionamenti.  La  proposizione  che  esprime  il  teorema  di- 
cesi enunciato;  il  complesso  di  ragionamenti  ora  accennati 
di  cesi  sua  dimostrazione. 

Il  teorema  può  essere  di  due  specie:  categorico  e ipotetico.  È ca- 
tegorico (come  per  es.  il  seguente:  La  successione  dei  numeri  primi  è 
illimitata)  quando  la  verità  affermata  ha  luogo  senza  alcuna  condizione; 
è ipotetico  (come  per  es.  l’altro  : Se  un  numero  divide  gli  addendi  di 
una  somma , divide  anche  la  somma)  quando  la  verità  affermata  è su- 
bordinata all’esistenza  di  un  fatto  precedentemente  ammesso. 

Nel  primo  caso  l’enunciato  del  teorema  si  compone  di  due  parti: 
l’argomento  e là  tesi,  che  indicano,  la  prima,  la  cosa  di  cui  si  tratta; 
la  seconda,  la  proprietà  che  essa  in  modo  assoluto  possiede.  Nel  secondo 
invece  l’enunciato  si  compone  di  tre  parti:  l’argomento,  V ipotesi,  la 
tesi  o conclusione.  La  prima  parte  indica  sempre  la  cosa  di  cui  tratta 
il  teorema;  la  seconda,  la  proprietà  che  per  essa  si  ammette,  e che 
potrebbe  anche  non  sussistere;  la  terza,  la  proprietà  che  è conseguenza 
della  ipotesi. 

La  maggior  parte  dei  teoremi  che  si  hanno  in  matematica  sono 
ipotetici.  Essi  possono  tutti  rappresentarsi  con  un  unico  schema.  Infatti 
simboleggiando  con  A l’argomento,  con  I la  ipotesi,  con  C la  conclu- 
sione, potrà  il  teorema  rappresentarsi  con  la  frase:  Se  cirea  all’argo- 
mento A si  verifica  la  proprietà  I,  si  verifica  pure  la  proprietà  C,  o, 
più  brevemente: 

Se  in  A sussiste  I,  sussiste  pure  C. 

VI.  Definizioni.  — Si  chiama  problema  una  proposizione  nella 
quale  si  richiede  di  determinare  una,  o più,  cose  che  ab- 
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biano  con  altre,  che  la  proposizione  stessa  individua,  rela- 
zioni determinate. 

La  frase  che  esprime  il  problema  si  dice  enunciato;  le  cose  che  da 
esso  resultano  note,  o,  come  si  dice,  date,  si  dicono  i dati  del  problema, 
le  altre  da  determinarsi  incognite. 

Le  relazioni  fra  i dati  e le  incognite  talvolta  sono  esplicite  (come 
succede  nella  maggior  parte  dei  problemi  di  aritmetica  e di  pura  algebra) 
tal’altra  sono  implicite  (come  avviene  spesso  in  geometria)  nel  senso  che 
esse  si  pongono  in  evidenza  soltanto  coll’applicare  proprietà  che  si  ri- 
feriscono a quel  dato  argomento  cui  ha  attinenza  il  problema. 

Ogni  cosa  o gruppo  di  cose  che  soddisfi  a tutte  le  condizioni  che 
l’enunciato  del  problema  impone  alle  incognite  si  dice  una  soluzione 
del  problema;  quando  il  numero  delle  soluzioni  è limitato  (finito)  il  pro- 
blema si  dice  determinato;  si  dice  indeterminato  se  delle  soluzioni 
possono  aversene  tante  quante  se  ne  vogliono  (cioè  se  il  numero  loro  è 
infinito );  impossibile  quando  non  esiste  soluzione  alcuna.  Un  problema 
determinato  si  dice  di  primo,  secondo,  terzo  grado  ecc.  secondo  che  le 
soluzioni  sono  una,  due,  tre  ecc.,  onde  se  un  problema  possibile  ha  n 
incognite  e grado  p,  esisteranno,  in  generale,  p gruppi  di  n cose  cia- 
scuno, soddisfacenti  il  problema. 

Il  complesso  di  tutti  i procedimenti  per  mezzo  dei  quali,  partendo  dai 
dati  del  problema  e sfruttando  le  relazioni  che  essi  hanno  colle  incognite 
si  giunge  alla  determinazione  delle  soluzioni,  si  dice  risoluzione  del 
problema.  Essa,  per  essere  completa,  deve  comprendere  due  parti;  la  de  '■ 
terminazione  delle  soluzioni ; la  dimostrazione  che  le  cose  trovate  sonc 
realmente  soluzioni  del  problema;  e,  quando  la  natura  del  problema  le 
esiga,  anche  una  terza,  detta  discussione,  nella  quale  si  studia,  in  armonia 
colle  varie  ipotesi  compatibili  colla  natura  dei  dati  del  problema,  che 
cosa  succede  delle  soluzioni.  La  discussione  perciò  viene  a sua  volta 
divisa  in  due  parti:  la  determinazione  cioè  delle  condizioni  di  possibilità 
del  problema,  cioè  quella  dei  limiti  da  assegnarsi  alle  ipotesi  relative  ai 
dati  del  problema,  perchè  esso  non  resulti  impossibile;  e l’esame  dei  vari 
casi  che  possono  darsi,  specialmente  riguardo  al  numero  e alla  natura 
delle  s-oluzioni,  quando  si  supponga  che  i dati  assumino  tutti  gli  stati 
compatibili  colle  condizioni  di  possibilità  del  problema,  e che  viene  a 
costituire  la  discussione  propriamente  detta.  (x) 

§ 2.  Le  leggi  delle  inverse. 

VII.  Dato  un  teorema  ipotetico  si  può,  scambiando  fra  loro  l’ipotesi 
e la  tesi,  costruire  una  nuova  proposizione  che  si  dice  inversa  del  teo-  j 
rema  da  cui  si  è partiti.  Se  questa  proposizione  corrisponde  ad  una 
verità,  essa  costituisce  un  nuovo  teorema,  che  si  dice  inverso,  o anche 
reciproco,  del  primo,  il  quale  per  opposizione  si  dice  diretto. 


(1)  Si  veggano  per  maggiori  schiarimenti:  il  voi.  II,  § 3 del  cap.  VI  e il  voi.  Ili, 
§ 4 del  cap.  VI  e § 3 del  cap.  XL 
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Così  il  teorema  inverso  di  quello  che  ha  lo  schema:  Se  in  A sus- 
siste I,  sussiste  anche  C,  avrà  per  ischema:  Se  in  A sussiste  C,  sussiste 
anche  I. 

Non  sempre  però  la  proposizione  inversa  di  una  data  corrisponde  a 
un  teorema,  così  per  es.  quella  del  teorema  di  aritmetica:  Se  un  numero 
divide  gli  addendi  di  una  somma,  divide  anche  la  somma,  e che  si  enun- 
cerebbe:  Se  un  numero  divide  una  somma,  divide  anche  i suoi  addendi 
è in  generale,  cioè  eccetto  casi  particolari,  falsa. 

Perciò  quando  circa  a un  dato  argomento  è stato  dimostrato  un  teo- 
rema, occorre  per  assicurarci  della  esistenza  dell’inverso  una  nuova  di- 
mostrazione. 

Vili.  Quando  sussistono  i due  teoremi  inversi,  essi  possono  essere 
riuniti  in  una  proposizione  unica,  che  avrà  sempre  una  forma  analoga 
alla  seguente: 

La  condizione  necessaria  e sufficiente  affinchè  per  un  dato  argo- 
mento A sussista  la  proprietà  M,  è che  per  lo  stesso  argomento  sussista 
la  proprietà  N. 

Infatti  il  dimostrare  che  la  proprietà  N è necessaria,  vale  a dire  che 
non  può  esistere  la  proprietà  M senza  che  abbia  luogo  la  N,  equivale  a 
dimostrare  il  teorema:  Se  in  A sussiste  M,  sussiste  anche  N;  e il  dimo- 
strare invece  che  è sufficiente,  cioè  che  basta  l’esistenza  della  proprietà  N, 
per  non  esservi  dubbio  circa  a quella  di  M,  equivale  a dimostrare  l’altro 
teorema:  Se  in  A sussiste  N,  sussiste  anche  M,  che  è inverso  del  prece- 
dente. 

IX.  Ma  partendo  da  due  proposizioni  inverse  se  ne  potranno  costruire 
altre  due,  che  diconsi  loro  contrarie,  negando  contemporaneamente  le 
ipotesi  e le  . tesi  di  esse.  Lo  schema  della  proposizione  contraria  della  di- 
retta, conservando  ai  simboli  A,  1,  C il  significato  attribuito  loro  nei 
numeri  precedenti,  sarà:  Se  in  A non  sussiste  I,  non  sussiste  C;  e quello 
della  proposizione  contraria  dell’ inversa  sarà:  Se  in  A non  sussiste  C, 
nemmeno  sussiste  I.  E chiaro  che  queste  due  proposizioni  sono  fra  loro 
inverse. 

X.  Ma  riguardo  alla  esistenza  o meno  di  esse  proposizioni  come  teo- 
remi, si  ha  la  proprietà  seguente  che  suol  dirsi: 

Prima  legge  delle  inverse.  — Quando  per  un  certo  argomento  sus- 
siste un  dato  teorema  ipotetico,  sussiste  sempre  il  contrario  dell’inverso. 

Cioè  insieme  al  teorema:  Se  in  A sussiste  I,  sussiste  C,  si  ha  sempre 
l’altro:  Se  in  A non  sussiste  C,  nemmeno  sussiste  I;  infatti  l’ipotesi  con- 
traria della  non  esistenza  di  I,  è che  la  proprietà  stessa  I abbia  luogo, 
ma  pel  teorema  diretto,  insieme  alla  proprietà  I deve  sussistere  la  pro- 
prietà C;  ora  questo  contraddice  all’ipotesi  del  secondo  teorema  (n.  II, 
2°  ass.)  dunque  si  conclude  che  in  questa  ultima  ipotesi  la  proprietà  I 
non  può  aver  luogo,  come  appunto  afferma  il  contrario  dell’inverso. 
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Analogamente  dimostrato  il  teorema  inverso  resulta  anche  dimostrato 
il  contrario  del  diretto . Si  conclude  perciò  che: 

Per  assicurarci  della  esistenza  dei  teoremi  relativi  alle  quattro  pro- 
posizioni diretta , inversa  e loro  contrarie  è necessario  e sufficiente  dimo- 
strarne due:  e precisamente  o il-  diretto  e l’inverso , oppure  il  diretto  e 
il  contrario. 

E poi  quasi  superfluo  l’accennare  che  nei  casi  particolari  una  qua- 
lunque delle  quattro  proposizioni  può  essere  assunta  per  diretta. 

XI.  E del  massimo  interesse  conoscere  anche  un’altra  legge  logica 
che  suol  dirsi: 

Seconda  legge  delle  inverse.  — * Allorché  circa  a un  dato  argo- 
mento sono  state  fatte  tutte  le  ipotesi  possibili  ed  esse  son  tali  da  esclu- 
dersi a vicenda,  ed  è stato  dimostrato  che  esse  ipotesi  canducono  ad 
altrettante  conclusioni  che  pure  a vicenda  si  escludono,  sussistono  tutti  i 
teoremi  inversi  di  quelli  che  affermano  essere  ciascuna  di  esse  conclusioni 
conseguenza  della  corrispondente  ipotesi. 

Supponiamo  infatti  che  , I2 , ....  Ir ....  Is ....  In  simboleggino  tutte 
le  n ipotesi  possibili  relative  a un  dato  argomento  A,  e che  esse  por- 
tino rispettivamente  alle  conclusioni  Cx , C„ ....  Cr ....  C Cn,  e così 

le  ipotesi  come  le  conclusioni  rispettivamente  a vicenda  si  escludano,  cioè 
sieno  tali  che  se  una  qualunque  di  esse  si  verifica  nessun’altra  possa 
sussistere  :i  teoremi  inversi  dei  quali  è da  dimostrarsi  l’esistenza  avranno 
per  ischema:  Se  in  A,  sussiste  Cr,  sussiste  pure  lr.  Ora  poiché  le  ipotesi 
fatte  sono  tutte  quelle  possibili  rispetto  all’argomento  A,  e due  di  esse 
non  possono  aver  luogo  contemporaneamente,  se  non  sussistesse  la  pro- 
prietà ìr,  dovrebbe  verificarsi  un’altra  di  queste  proprietà,  per  es.  Is,  ma 
con  Is,  per  quanto  si  ammette  dimostrato,  ha  luogo  la  proprietà  Cs,  per 
cui  le  due  proprietà  Cr,  Cs  coesisterebbero,  ciò  che  è contrario  alle  ipotesi 
ammesse;  dunque  insieme  a Cr  si  verifica  la  proprietà  Ir  e questa  sola, 
e la  legge  è dimostrata. 

§ 3.  Dei  vari  metodi  che  si  seguono  per  la  dimostrazione 

DEI  TEOREMI  E LA  RISOLUZIONE  DEI  PROBLEMI. 

XII.  Definizioni.  — la.  Si  dice  analisi  la  scomposizione  di  un 
oggetto  (composto)  negli  altri  (semplici)  dal  complesso  dei 
quali  esso  resulta. 

2a.  Si  dice  sintesi  la  composizione  di  un  oggetto  (com- 
posto) mediante  gli  altri  (semplici)  dal  complesso  dei  quali 
il  primo  resulta. 

Far  V analisi  di  una  verità  vòrrà  dir  dunque  scoprire  successivamente 
quelle  di  cui  la  prima  e le  altre  successive  sono  conseguenza,  farne  la 
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sintesi  vorrà  dire  invece,  partendo  da  un’altra  verità  opportunamente 
scelta,  scoprire  quelle  che  da  esse  derivano  finché  si  arrivi  come  ultima 
conseguenza  alla  verità  primitiva;  infatti  nel  primo  caso  potrà  dirsi  che 
così  si  sono  distinte  le  une  dalle  altre  le  verità  dal  cui  insieme  resulta 
quella  considerata,  è nel  secondo  che  si  sono  accumulate  tutte  le  verità 
dalle  quali  resulta  quella  considerata. 

Nella  dimostrazione  delle  verità  scientifiche  si  seguono  principalmente 
due  metodi  che  corrispondono  ai  procedimenti  ora  indicati  e che  diconsi 
rispettivamente  analitico  e sintetico.  Per  enunciarli  con  precisione 
premettiamo  le  seguenti 

Definizioni.  — la.  Se  la  proprietà  B è conseguenza  della 
proprietà  A, diremo  deduzione  il  passaggio  dalla  proprietà  A 
alla  B,  riduzione- il  passaggio  inverso. 

2a.  Se  da  una  prima  proprietà  si  deduce  una  seconda,  da 
questa  una  terza  e così  di  seguito,  diremo  catena  di  dedu- 
zioni il  passaggio  dalla  prima  all’ultima  attraverso  le  pro- 
prietà intermedie,  e catena  di  riduzioni  il  passaggio  inverso. 

3a.  Se  da  una  prima  proprietà  si  deduce  una  seconda,  e 
da  questa  la  prima  le  due  proprietà  diconsi  equivalenti. 

XIII.  Ecco  ora  in  che  consistono  i due  metodi  di  dimostrazione  pre- 
cedentemente accennati: 

1°.  Per  dimostrare  analiticamente  una  data  proprietà  conviene  con- 
giungere con  una  catena  di  riduzioni  la  proprietà  da  dimostrarsi  con 
una  proprietà  nota. 

2”.  Per  dimostrare  sinteticamente  una  data  proprietà  conviene  con- 
giungere mediante  una  catena  di  deduzioni  una  proprietà  nota  con  quella 
da  dimostrarsi. 

Diamo  qui,  a schiarimento  di  quanto  precede,  coi  due  metodi  la  dimo- 
strazione del  seguente  teorema  di  aritmetica. 

Il  quoziente  completo  della  divisione  di  due  numeri  è eguale  a quello 
che  si  ottiene  dividendo  fra  loro  i prodotti  ottenuti  moltiplicando  i due 
numeri  per  un  terzo  qualunque. 

Dimostrazione  analitica.  — 

Siano  a e b i due  numeri,  e q il 
loro  quoziente:  è da  dimostrarsi  la 
proprietà: 

q = am  : btn. 

Essa  per  la  definizione  di  divi- 
sione si  riduce  a dimostrare  che 
q . bm  — am, 


Dimostrazione  sintetica.  — 
Siano  a e b i due  numeri  e q il 
loro  quoziente;  sussiste  allora  la 
proprietà: 

a = bq. 

Da  questa  si  deduce,  moltipli- 
cando i due  membri  per  m,  l’altra 
am  — bq  . m 
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ossia,  per  la  proprietà  associativa 
della  moltiplicazione,  che 
qb . m — am, 

e dividendo  i due  membri  della 
eguaglianza  per  m,  anche  a dimo- 
strare che 

qb  = a; 

ma  questa  relazione,  ricordando  il 
significato  di  q,  è evidente,  dunque  il 
teorema  è dimostrato. 


ossia,  per  la  proprietà  associativa 
della  moltiplicazione,  che 
am  — bm.q 

e da  questa  uguaglianza,  per  la 
definizione  di  divisione,  si  deduce 
che 

am  : bm  = q ; 

e questa  relazione,  ricordando  il  si- 
gnificato di  q,  fa  vedere  che  il  teo- 
rema è dimostrato. 


Come  apparisce  anche  da  questo  esempio  si  vede  che  le  due  catene 
di  proprietà  che  si  costruiscono  coi  due  metodi  possono  essere  anche  le 
medesime,  ma  considerate  in  ordine  inverso,  così  che  da  una  dimostra- 
zione analitica  di  un  teorema  facilmente,  invertendo  l’ordine  delle  pro- 
prietà considerate,  se  ne  ricava  una  sintetica  e viceversa.  Le  proprietà 
costituenti  la  catena  possono  essere  anche  equivalenti  (come  è nell’esempio 
che  precede)  ma  ciò  non  è indispensabile;  ciò  che  è necessario  è che 
andando  dalla  proprietà  nota  a quella  da  dimostrare  si  trovi  sempre  una 
proprietà  che  è conseguenza  della  precedente. 

Nel  metodo  analitico  è sempre  noto  il  punto  di  partenza  della  di- 
mostrazione, che  è la  proprietà  da  dimostrare;  nell’altro  questo  punto 
di  partenza  deve  essere  scelto  da  chi  rintraccia  la  dimostrazione;  si  ca- 
pisce perciò  che  il  primo  metodo  sarà  più  opportuno  per  scoprire  questa 
dimostrazione,  il  secondo  invece  per  esporla  rintracciata  che  sia. 

XIV.  Ai  due  metodi  precedenti  so  ne  può  aggiungere  un  terzo  che 
suol  dirsi  indiretto,  o per  riduzione  all’assurdo.  Esso  consiste  nel  far t 
V ipotesi  contraria  della  tesi  da  dimostrare  e nel  provare  che  da  questa 
nuova  ipotesi  nasce  un  assurdo ; oppure  una  conclusione  contraria  alla 
ipotesi  del  teorema  da  dimostrare. 

Ciò  allora  prova  esser  falsa  l’ ipotesi  nuova,  e quindi  prova  la  verità 
della  conclusione  di  esso  teorema. 

Ecco,  come  esempio,  la  dimostrazione  all’assurdo  del  teorema  di  arit- 
metica del  numero  precedente. 

Siano  a e b due  numeri  e q il  loro  quoziente,  si  deve  dimostrare 
che  è am  : bm  — q;  ammettiamo  che  possa  essere  am  : bm ^ q.  Da  questa 


ipotesi  si  deduce  che  am 


< 

> 


2 


. bm,  oppure,  dividendo  i due  membri  per  m. 


che  a^q.b.  Ma  di  qui  si  deduce  ancora  che  a:b^q,  e siccome  que- 


Sto  resultato  contraddice  l’ipotesi  a:b  = q,  resulta  che  è am  : bm  = q,  e 
il  teorema  è dimostrato. 

Si  vede  anche  da  questo  esempio  che  per  dimostrare  per  assurdo  il  teo- 
rema: Se  in  A sussiste  I,  sussiste  anche  C,  si  può  invece  dimostrare  l’altro: 
Se  in  A non  sussiste  C,  nemmeno  sussiste  I,  per  cui  si  capisce  che  questo 
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metodo  equivale  a sostituire  alla  proposizione  diretta  la  contraria  del- 
l’inversa, che  per  la  prima  legge  delle  inverse  è ad  essa  equivalente. 
Il  metodo  indiretto,  comodo  specialmente  per  dimostrare  i teoremi  in- 
versi, non  è però  da  preferirsi  agli  altri,  perchè,  se  esso  pone  fuori  di 
dubbio  l’esistenza  della  proprietà  da  dimostrarsi,  non  mette  in  evidenza* 
il  più  delle  volte  almeno,  le  ragioni  di  questa  esistenza. 

XV.  Quando  si  debba  dimostrare  che  tutte  le  cose  di  una  data  suc- 
cessione illimitata  e ordinata,  posseggono  una  medesima  proprietà,  si 
può  seguire  un  procedimento  speciale  detto  di  induzione  completa  che 
è interessante  di  conoscere,  e che  può  enunciarsi  nel  modo  che  segue: 


Per  dimostrare  che  una  data  proprietà  è comune  a tutte  le  cose  dì 
una  certa  successione  illimitata  e ordinata , basta  verificare,  o dimostrare, 
che  la  proprietà  appartiene  alla  prima  cosa  della  detta  successione  ; am- 
mettere poi  che  la  proprietà  stessa  sia  posseduta  da  una  cosa  qualunque 
della  successione,  e dimostrare  che,  in  forza  di  questa  ipotesi,  anche  la 
cosa  successiva  la  possiede. 

Infatti  se  la  proprietà  mancasse  per  una  qualunque  delle  cose,  essa 
non  dovrebbe  sussistere  per  la  precedente  (n.  X)  e dunque  analoga- 
mente, risalendo,  si  verrebbe  a concludere  che  essa  manca  anche  per 
la  seconda,  per  la  prima,  in  contradizione  con  quanto  si  ammette  di 
aver  verificato,  o dimostrato. 

Ecco  un  esempio: 

Teorema.  — La  somma  dei  primi  n numeri  della  serie  naturale  è 

n (n  + 1) 

data  da  . 

Qui  le  cose  considerate  sono:  il  primo  numero  della  serie  naturale, 
la  somma  dei  primi  due,  la  somma  dei  primi  tre,  ecc.  È un  fatto  che 


1 = 


1 . 2 

2 ’ 


1+2  = 3 


2 , 3 
2 ’ 


l + 2 + 3 = 6 = ^. 


Ammettiamo  che  sia 

1+2  + 3 + ..  .+»  = 


n (n  + 1)  _ 

2 ’* 


allora  sarà 

1+2  + 3 + .. . + n + (n  + 1)  = + n + 1 = 


n (n  + 1)  + 2 (n  + 1)  _ (n  + 1)  (n  + 2) 
2 ~ 2 


dunque  la  proprietà  ammessa  per  n vale  per  n + 1 ; ma  per  n=  1, 
n =-2,  n — 3 era  stata  verificata,  dunque  la  proprietà  vale  per  qua- 
luuque  valore  finito  di  n. 

XVI.  Anche  per  la  risoluzione  dei  problemi  possono  seguirsi  i due 
metodi  analitico  e sintetico.  Prima  di  trattarne  è però  necessario  cono- 
scere le  seguenti 
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Definizioni.  — la.  Due  problemi  di  forma  diversa  si  dicono 
reciproci,  quando  tutte  le  soluzioni  del  primo  appartengono 
al  secondo,  e tutte  quelle  di  questo  al  primo. 

2a.  Se,  dati  due  problemi,  avviene  che  tutte  le  soluzioni 
del  primo  appartengano  al  secondo,  ma  questo  abbia  anche 
soluzioni  non  appartenenti  (estranee)  al  primo,  si  dice  il  primo 
subordinato  al  secondo,  oppure  che  il  secondo  è conseguenza 
del  primo,  o anche,  più  generale  del  primo. 

8a.  Due  problemi  che  non  sono  nè  reciproci,  nè  subordi- 
nati, diconsi  indipendenti. 

XVII.  Ecco  ora  la  via  da  seguire  per  applicare  i due  metodi  alla 
risoluzione  di  un  problema. 

1°.  Per  risolvere  un  problema  con  metodo  analitico  si  dovrà  sosti- 
tuire ad  esso  un  altro  reciproco,  a questo  un  terzo  reciproco  del  secondo, 
e così  vìa  di  seguito  finche  si  giunga  a un  ultimo  problema  di  risoluzione 
nota  ; le  soluzioni  di  quest’ultimo  problema  daranno  le  soluzioni  del  primo. 

2°.  Per  risolvere  un  problema  con  metodo  sintetico  si  dovrà  par- 
tire da  un  problema  di  risoluzione  nota  e unire,  mediante  una  catena  di 
problemi  uno  all’altro  reciproci,  questo  problema  con  quello  da  risolvere ; 
le  soluzioni  del  primo  daranno  le  soluzioni  di  quest’ultimo. 

Se  mancasse,  tanto  seguendo  un  metodo  che  l’altro,  la  reciprocità  fra 
qualche  anello  della  catena,  potrebbe  darsi  o che  il  primo  e l’ultimo  fos- 
sero fra  loro  subordinati,  o anche  indipendenti.  E chiaro  che  anche  qui  il 
metodo  analitico,  come  quello  nel  quale  è noto  il  punto  di  partenza,  si 
presta  meglio  per  la  ricerca  effettiva  della  risoluzione;  mentre  l’altro  può 
convenire  piuttosto  quando  si  tratti  di  esporre  una  risoluzione  già  nota. 

XVIII.  Nella  pratica  generalmente  i due  metodi  si  combinano  in  un 
terzo  che  si  dice  misto. 

In  questo,  procedendo  dapprima  per  via  analitica,  si  collega  il  pro- 
blema con  un  altro  di  risoluzione  nota  mediante  una  catena  formata  di 
problemi  tali  che  uno  sia  conseguenza  del  precedente,  senza  curarsi  se 
siano  o no  reciproci:  sarà  certo  intauto  che  tutte  le  soluzioni  del  pro- 
blema proposto  si  ritroveranno  in  quelle  dell’ultimo  della  catena,  e al- 
lora non  rimarrà  che  o dimostrare,  per  via  di  sintesi,  se  è possibile,  che 
il  problema  dato  è conseguenza  di  quest’ultimo,  e allora  tutte  le  solu- 
zioni trovate  apparterranno  ad  esso  ; oppure  scegliere  fra  le  soluzioni  del 
secondo  quelle  che  appartengono  al  primo,  e rigettare  le  altre. 

XIX.  Definizione.  — Chiamasi  corollario  una  proposizione  (in 
generale  un  teorema,  talora  la  risoluzione  di  un  problema), 
che  è conseguenza  immediata  o di  un  assioma,  o di  un  po- 
stulato, o di  un  teorema,  o della  risoluzione  di  un  problema. 


LIBRO  PRIMO 


DEI  NUMERI  INTERI 


CAPITOLO  L 

Concetto  di  numero  intero. 


§ 1.  Delle  collezioni. 

1.  Definizione  I.  — Diremo  collezione,  gruppo,  la  riu- 
nione, l’insieme,  di  più  cose  o oggetti  di  qualsiasi 
natura,  distinti  fra  loro  e indipendenti, 

tali  cioè  da  potersi  pensare  ciascuno  indipendentemente 
dall’altro  e che  conservino  le  medesime  proprietà  pensandoli 
isolati  o aggruppati  tra  loro. 

Definizione  IL  — Le  cose  o oggetti  che  costitui- 
scono la  collezione  diconsi  i suoi  elementi. 

Gli  elementi  della  collezione  potranno  essere  rappresentati 
da  lettere;  scrivendo  per  es.  ABCDEF  potremo  dire  o di 
avere  dinanzi  agli  occhi  una  collezione  di  lettere,  oppure 
potremo  supporre  che  ciascuna  lettera  ci  stia  ad  indicare  un 
oggetto  distinto. 

2.  Definizione.  — Diremo  che  una  collezione  è fl- 
uita, quando  coll’eliminare  successivamente  uno  ad 
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uno  gli  elementi  che  la  costituiscono  a un  certo 
punto  la  collezione  si  esaurisce,  se  ciò  non  avviene 
diremo  che  la  collezione  è infinita.  (x) 


In  ciò  che  segue  considereremo  in  generale  collezioni  finite, 
e quindi  per  brevità  colla  sola  parola  collezione  intenderemo 
di  accennare  a una  collezione  finita. 

3.  Definizioni.  — Data  una  collezione  finita,  diremo 
eh  e essa  è ben  ordinata,  o che  i suoi  elementi  si  seguono 
in  un  determinato  ordine,  quando  si  sappia  quale  di  essi 
è da  considerarsi  per  primo,  e per  ogni  elemento 
sia  determinato  quello  (detto  suo  successivo)  che  lo 
deve,  per  ragioni  di  spazio  o di  tempo,  immediata- 
mente seguire.  In  questo  caso  chiameremo  contigui 
ogni  elemento  e il  suo  successivo. 

Postulato  I.  — Riterremo  possibile  cambiare  in  un  qua- 
lunque modo  V ordine  degli  elementi  di  una  collezione  finita. 


4.  Teorema.  — Data  una  qualunque  collezione, gli  elementi 
della  quale  si  seguano  in  un  dato  ordine , è sempre  possibile  il  dare 
agli  oggetti  stessi  un  qualunque ' altro  ordine  prestabilito  scam- 
biando fra  loro  successivamente  più  volte  due  oggetti  contigui. 


Consideriamo  per  es.  la  collezione  di  lettere  ABCDEF,  e 
dimostriamo  che  si  può  giungere,  per  es.,  all’altra  FCADBE 
scambiando  successivamente  due  lettere  contigue.  E chiaro 
infatti,  che  col  successivo  scambio  di  due  lettere  consecutive, 
siano  esse  agli  estremi  o no,  noi  possiamo  portare  una  qua- 
lunque lettera  a occupare  quel  posto  che  noi  vogliamo,  senza 
alterare  l’ordine  di  successione  delle  altre  lettere,  e perciò 
alle  lettere  stesse  sarà  possibile  il  dare,  con  questi  scambi 
successivi,  l’ordine  prestabilito.  Per  esempio  dalla  prima  delle 
precedenti  collezioni,  giungeremo  alla  seconda,  passando  per 
le  altre  seguenti: 


A B C D F E, 
A B C F D E, 
A B F C D E, 
A F B C D E, 


F A B C D E, 
F A G B D E, 
F C A B D E, 
FCADBE, 


nelle  quali  sono  contrassegnate,  per  maggior  chiarezza,  in 
carattere  differente  le  coppie  di  lettere  che  via  via  hanno 
cambiato  fra  loro  di  posto. (*) 


(*)  Per  es.  la  collezione  di  segmenti  costituita  da  un  segmento  dato,  dalla  metà  di 
esso,  dalla  metà  della  metà  e così  successivamente,  è una  collezione  infinita. 
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5.  Date  due  collezioni  si  può  far  corrispondere  in  un  qua- 
lunque modo  a un  oggetto  della  prima  uno  e uno  solo  della 
seconda  (ponendo,  per  es.,  a parte  e insieme  questi  due  og- 
getti) e poi  a un  altro  della  prima  un  altro  della  seconda,  e 
così  di  seguito;  e allora,  perchè  le  collezioni  si  suppongono 
finite,  potranno  evidentemente  darsi  soltanto  tre  casi:  o che 
le  due  collezioni  si  esauriscano  insieme,  o che  la  prima  si 
esaurisca  per  prima,  o che  si  esaurisca  prima  la  seconda.  Ma 
circa  a questi  resultati  si  può  dimostrare  il 

Teorema.  — Quando  due  collezioni  sono  tali  che , facendo 
corrispondere  in  un  dato  ordine  ciascun  oggetto  della  prima 
con  ciascuno  della  seconda,  esse  si  esauriscono  insieme  : insieme 
anche  esse  si  esauriranno,  quando  gli  oggetti  della  prima  si  fa- 
ranno corrispondere  a quelli  della  seconda  in  un  ordine  diffe- 
rente dal  primitivo. 

Yale  a dire  che  se,  per  es.  le  due  collezioni  di  lettere 

a b c d e f 

A B C D E F 

(i  punti  tenendo  luogo  di  altre  lettere  che  possono  supporsi 
esistere  nelle  due  collezioni)  sono  tali  che  facendo  corrispon- 
dere ordinatamente  le  lettere  della  prima  a quelle  della  se- 
conda, cioè:  a con  A,  b con  B,  c con  C e così  di  seguito,  esst» 
si  esauriscono  insieme,  esse  si  esauriranno  insieme  anche 
quando  le  lettere  dell’una  o dell’altra  collezione,  o anche  di 
tutte  e due,  si  considerino  disposte  in  altro  modo,  e mésse 
poi  due  a due  in  corrispondenza  ordinatamente  come  ora  si 
è detto,  il  che  equivale  a considerare  le  lettere  della  prima 
messe  in  corrispondenza  con  quelle  dell’altra  in  modo  diffe- 
rente, cioè  non  la  prima  colla  prima  ecc. 

Poniamo  dunque,  per  es.,  che,  mantenendo  ferme  le  let- 
tere della  prima  collezione 

a h c d e /...., 

si  considerino  quelle  della  seconda  in  un  altro  ordine,  per  es. 
F C A D B E....; 

allora,  siccome  le  lettere  della  prima  collezione  si  possono  per 
ipotesi  far  tutte  ordinatamente  corrispondere  a quelle  del- 
l’altra ABCDEF  . . . . , si  potranno  le  prime,  cioè 

a b c d e f , 

far  corrispondere  tutte  ordinatamente,  per  es.,  a quelle  del- 
l'altra 


A B D C E F.... 
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nella  quale  le  sole  due  lettere  contigue  D e C hanno  cam- 
biato di  posto,  giacché  le  lettere  delle  coppie  a ed  A,  b e B, 

e ed  E,feF si  corrisponderanno  come  prima  non  avendo 

variato  di  posto,  e quelle  delle  altre  due  c e D,  d e C,  si  cor- 
risponderanno ancora,  ma  in  ordine  inverso. 

Ma  dalla  collezione  primitiva  ABCDEF si  passa  alla 

FCADBE con  successivi  scambi  di  lettere  contigue  (n.  4), 

dunque  la  corrispondenza  completa  ha  sempre  luogo,  qua- 
lunque sia  bordine  con  cui  si  stabilisce  la  corrispondenza. 

6.  Da  questa  dimostrazione  resulta  evidentemente  anche 
quella  dell’altro 

Teorema.  — Se  due  collezioni  sono  tali  che , facendo  corri - 
spondere,  fin  che  si  può,  due  a due  gli  elementi  che  le  formano, 
esse  non  si  esauriscono  insieme , ma  una  prima  dell’ altra,  quando 
la  corrispondenza  si  stabilisce  in  un  certo  ordine:  lo  stesso  av- 
viene quando  la  corrispondenza  si  stabilisce  prendendo  gli  og- 
getti in  un  qualunque  altro  ordine;  ed  è sempre  la  medesima 
collezione  quella  che  si  esaurisce  per  prima. 

t Infatti  supponiamo  che  facendo  corrispondere  uno  ad  uno 
gli  elementi  della  prima  collezione  a quelli  della  seconda, 
considerando  gli  elementi  di  esse  nell’ordine  in  cui  si  tro- 
vano, avanzino  nella  seconda  alcuni  elementi,  quando  sono 
esauriti  quelli  della  prima.  Considèriamo  poi  gli  elementi  della 
seconda  in  un  altro  ordine,  e per  chiarezza  chiamiamo  nuova 
collezione  quella  che  così  nasce.  Gli  elementi  della  seconda 
e della  nuova  potranno,  in  forza  del  I teorema,  corrispondersi 
uno  ad  uno  in  modo  completo;  dunque  quando  si  facciano  cor- 
rispondere nell’ordine  in  cui  si  presentano  uno  ad  uno  gli  ele- 
menti della  prima  con  quelli  della  nuova,  rimarranno,  esau- 
rita la  prima,  nella  nuova  tanti  elementi,  quanti  eran  quelli 
che  nella  seconda  al  primo  confronto  mancavano  di  corri- 
spondente nella  prima.  Il  teorema  è così  dimostrato. 

7.  Definizione. — Se  gli  elementi  di  una  collezione 
finita  sono  a loro  volta  collezioni  finite,  la  prima 
collezione  dicesi  il  tutto  e le  altre  di  cui  essa  è 
composta  diconsi  le  sue  parti.  Anche  gli  elementi 
(n.  1,11)  di  una  collezione  possono  (come  caso  parti- 
colare) dirsi  parti  della  collezione  stessa. 

È evidente  il 

Teorema.  — Il  tutto  le  cui  parti  sono  collezioni  finite , è 
aneli esso  una  collezione  finita. 


DELLE  GRANDEZZE  DISCRETE. 
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§ 2.  Grandezze  discrete  — Loro  eguaglianza  e disegua- 

GLIANZA  E PROPRIETÀ  CARATTERISTICHE  CHE  VI  SI  RIFERI- 
SCONO. 

8.  Definizione  I.  — Se  in  alcuni  elementi  di  una 
collezione,  e di  collezioni  distinte,  si  verifica  in  tutti 
una  medesima  proprietà,  diremo,  che  riguardo  a 
quella  proprietà  essi  elementi  sono  eguali;  (*)  e li  di- 
remo invece  disegnali,  quando  non  abbiano  questa 
proprietà  comune.  (2) 

Definizione  IL  — Ogni  collezione  finitalo  infinita, 
di  elementi  eguali  dicesi  grandezza  discreta. 

Definizione  III.  — Le  grandezze  discrete  costituite 
da  elementi  eguali  diconsi  omogenee;  si  dicono  ete- 
rogenee, se  gli  elementi  costituenti  la  prima,  non  sono 
eguali  a quelli  dell’altra. 

9.  Siccome  le  grandezze  discrete  sono  collezioni,  le  con- 
clusioni del  § precedente  giustificano  la  seguente 

Definizione.  — Due  grandezze  discrete  finite  omo- 
genee si  dicono  eguali,  quando  facendo  corrispon- 
dere ad  ogni  elemento  della  prima  uno  e uno  solo 
della  seconda,  in  un  qualunque  ordine,  quest’ultima 
si  esaurisce  insieme  alla  prima.  Si  dicono  invece 
diseguali,  quando, stabilendo  la  detta  corrispondenza, 
esse  non  si  esauriscono  insieme,  e in  questo  caso 
si  dice  minore  quella  che  prima  si  esaurisce,  mag- 
giorò l’altra. 

Siccome  l’eguaglianza  e la  diseguaglianza  non  può  avve- 
nire altro  che  fra  grandezze  discrete  omogenee,  in  ciò  che 
segue  questa  condizione  potrà  essere  sottintesa. 

10.  Dalla  prima  parte  della  definizione  ora  data  si  dedu- 
cono riguardo  al  concetto  di  eguaglianza  tre  proprietà  che 
ne  sono  caratteristiche.  Esse  sono  le  seguenti: 

la.  (Detta  riflessiva).  Ogni  grandezza  discreta  è eguale  a 
se  stessa. 


(i)  Per  es.  pub  darsi  chetiti  corpi  posti  su  la  bilancia  facciano  ciascuno  equilibrio 
a un  medesimo  corpo  e allora  si  diranno  eguali  riguardo  al  peso;  che  immersi  in  un 
liquido  che  non  li  bagna, nè  ne  è assorbito,  spostino  un  medesimo  peso  di  liquido,  e 
allora  si  diranno  uguali  riguardo  al  volume  ecc. 

I2)  Soltanto  a scopo  di  ovviare  una  fastidiosa  uniformità,  useremo  talvolta  le  pa- 
role diverso,  differente,  nel  significato  di  diseguale. 
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2a.  (Detta  simmetrica).  Se  una  prima  grandezza  discreta  è 
eguale  ad  una  seconda , è anche  la  seconda  eguale  alla  prima. 

E queste  sono  evidente  conseguenza  dei  teoremi  del  § 
precedente. 

Se  dunque  con  due  lettere  M ed  N,  per  es.,  noi  indichiamo 
due  grandezze  discrete  omogenee,  e adottiamo  il  segno  = (che 
si  legge  eguale  a)  per  indicare  l’eguaglianza,  scriveremo 
M = N;  e dall’essere  M — N,  resulterà  N = M. 

8a.  (Detta  transitiva).  Se  due  o più  grandezze  discrete  sono 
eguali  ad  un'altra , esse  sono  eguali  fra  loro. 

Se  cioè  le  lettere  M,  N,  P indicano  altrettante  grandezze 
discrete  omogenee  e fra  queste  si  hanno  le  relazioni:  M = P, 

N = P,  si  deduce  M = N. 

Infatti  facendo  corrispondere  in  un  qualunque  ordine  agli 
elementi  della  grandezza  M quelli  di  P,  e poi  a quelli  di  P,  ; 
considerati  nello  stesso  ordine,  uno  ad  uno  quelli  di  N,  cia- 
scuno degli  elementi  di  P corrisponderà  a una  coppia  di 
elementi  dei  quali  uno  sarà  in  M,  l’altro  in  N,  e perciò  gli 
elementi  di  M e di  N si  corrisponderanno  due  a due  in  modo  ; 
completo,  e si  avrà  M = N come  era  da  dimostrarsi. 

II.  Dalla  seconda  parte  poi  della  definizione  del  n.  9 si 
deducono  riguardo  al  concetto  di  diseguaglianza,  altre  prò-  - 
prietà  che  ne  sono  caratteristiche. 

la.  Se  una  prima  grandezza  discreta  è minore  di  una  se - ^ 
eonda,  è la  seconda  maggiore  della  prima. 

E questa  è evidente  dopo  la  definizione  di  maggiore  e 
minore.  Se  cioè  si  adottano  i segni  < e > (che  si  leggono 
minore  di , maggiore  di,  rispettivamente)  per  indicare  i due  « 
casi  della  diseguaglianza,  e M e N sono  i simboli  di  due  gran-  ; 
dezze  discrete,  insieme  a I < N,  si  dovrà  avere  N > M. 

2a.  Se  una  prima  grandezza  discreta  è eguale  ad  una  se-  j 
eonda,  e questa  è minore  (o  maggiore)  di  un'altra , sara  la  prima  j 
minore  (o  maggiore)  di  quest’ altra. 

Se  cioè  le  lettere  M,  N,  P rappresentano  altrettante  gran- 
dezze discrete  omogenee,  e si  ha,  per  es.:  M = N e N<P,  si 
ha  ancora  M<P.  . 

Infatti  facendo  corrispondere  agli  elementi  di  M quelli 
diN,  e quelli  di  N,  considerati  nello  stesso  ordine,  a quanti  si 
può  di  quelli  che  sono  in  P,  cominciando  dal  primo,  saranno 
esauriti  gli  elementi  di  N,  e quindi  anche  quelli  di  M,  quando 
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in  P rimarranno  altri  oggetti  che  non  avranno  in  N,  e perciò 
neanche  in  M,  il  proprio  corrispondente,  e quindi  sarà 

M < P, 

come  era  da  dimostrarsi. 

3a.  Se  una  prima  grandezza  è minore  (o  maggiore ) di  una 
seconda , e questa  è minore  (o  maggiore)  di  un’altra , è la  prima 
minore  (o  maggiore)  di  quest’, altra. 

Yale  a dire  che  se  M,  N,P  rappresentano  altrettante  gran- 
dezze discrete  e,  per  es.,  si  ha  M<N  e N<P,  resulta  M<P. 

Infatti  facendo  corrispondere  agli  elementi  della  gran- 
dezza ìli  altrettanti  di  N,  a cominciare  dal  primo,  per  cui 
avanzeranno  alcuni  elementi  in  N : e poi  a quelli  di  N,  con- 
siderati nel  medesimo  ordine,  altrettanti  di  P,  per  cui  avan- 
zeranno. esaurita  che  sia  la  grandezza  N,  alcuni  elementi  in  P, 
resulterà  resistenza  di  elementi  in  P che  non  hanno  in  M il 
proprio  corrispondente,  e sarà  perciò  M < P come  era  da  di- 
mostrarsi. 

Come  corollario  abbiamo  che  se  I < N < P < R < S, 

dove  M,  N S rappresentano  grandezze  discrete,  si  ha  in 

particolare  M < S. 

Definizione.  — Se  più  grandezze  son  tali  che  cia- 
scuna è minore  della  seguente  le  grandezze  diconsi 
crescenti;  se  maggiore,  diconsi  decrescenti. 

Nella  dimostrazione  delle  proprietà  precedenti  abbiamo 
considerato  un  solo  caso  della  diseguaglianza,  ma  è chiaro  che 
analogamente  potrebbero  condursi  le  dimostrazioni  riferendoci 
all’altro  caso.  E osserviamo  ancora  che  dalle  proprietà  stesse 
si  possono  dedurre  anche  altre  relazioni  combinando  quelle 
che  si  riferiscono  alla  eguaglianza,  colle  altre  relative  alla 
diseguaglianza. 

Per  es.,  se  A.  = M,  B = N,  C = P,  ed  è A < B < C,  re- 
sulta M < N < P ecc. 

§ 3.  Definizione  di  numero  intero. 

Definizione  dell’aritmetica. 

12.  Ciò  che  è stato  detto  nel  § che  precede  ci  persuade 
che  certe  relazioni  che  possono  aver  luogo  fra  le  grandezze 
discrete,  e le  definizioni  che  se  ne  deducono,  sussistono  in- 
dipendentemente dalla  natura  intrinseca  degli  oggetti  che 
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formano  le  grandezze  stesse.  Infatti  ciò  che  è essenziale  per 
attribuire  a una  collezione  il  carattere  di  grandezza  discreta, 
è la  perfetta  equivalenza  degli  elementi,  la  possibilità  della 
sostituzione  di  uno  qualunque  di  essi  ad  un  altro.  Resulta 
evidente  per  ciò  che  uno  studio  sulle  grandezze  discrete  po- 
trebbe farsi  rivolgendo  la  nostra  attenzione  a una  categoria 
speciale  di  queste  grandezze,  lasciando  anche  indeterminata 
la  natura  degli  elementi  che  la  formano.  Con  ciò  evidente- 
mente verremmo  a sostituire  all’ elemento  della  grandezza 
discreta  un  qualche  cosa  di  astratto  che  ne  ricorda  la  pre- 
senza, e a considerare  poi  la  collezione  di  questi  enti  astratti , 
pensati  come  tutti  identici  fra  loro,  come  il  tipo  della  gran- 
dezza discreta. 

E ciò  realmente  si  fa  in  aritmetica  collo  stabilire  il  se- 
guente 

Postulato  II.  — 1°.  Esiste  un  ente,  detto  unità,  che  stabi- 
lisce la  presenza  di  un  elemento  di  una  grandezza  discreta. 

L’unità  si  rappresenta  col  segno  1,  che  si  legge  uno. 

2°.  Data  una  unità  ne  esistono  quante  altre  se  ne  vogliono 
ad  essa  eguali  e associabili  tra  loro, 

dal  quale  si  può  dedurre  la 

Definizione.  — Chiamasi  numero  intero  l’unità,  o una 
qualunque  collezione  di  unità. 

In  questo  primo  libro,  per  brevità,  colla  sola  parola  nu- 
mero intenderemo  sempre  di  significare  numero  intero. 

13.  Dal  modo  stesso  con  cui  si  origina  il  numero  rimane 
provato  che: 

Ad  ogni  grandezza  discreta  corrisponde  un  numero  e uno  solo, 
e,  reciprocamente,  facendo  corrispondere  all’ unità  un  elemento  de- 
terminato, ad  ogni  numero  corrisponde  una  e una  sola  grandezza 
discreta.  Diremo  disegnali  i numeri  individuanti  grandezze 
disegnali. 

Definizione.  — Diremo  il  numero  finito,  o infinito, 
secondo  che  corrisponde  a una  grandezza  finita,  o 
infinita. 

Qui  considereremo  per  ora  soltanto  numeri  finitile  quindi 
questa  qualifica  in  ciò  che  segue  sarà  sempre  sottintesa. 

14.  Il  teorema  del  n.  4 rende  evidente  che 
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Ogni  numero  finito  è indipendente  dall7 ordine  con  cui  si  in- 
tendono aggruppate  le  unità  che  lo  costituiscono. 

15.  Partendo  dall’unità,  col  pensare  a quella  aggruppata 
un’altra  unità,  poi  un’altra  unità  alla  collezione  delle  prece- 
denti, e così  di  seguito,  si  vengono  a concepire  tante  colle- 
zioni distinte  di  unità,  cioè  tanti  numeri , tutti  diseguali  (n.  13) 
disposti  in  ordine  crescente  (n.  11)  quanti  se  ne  Vogliono.  Pei 
numeri  così  disposti  si  dice  che  ciascuno  è successivo  del. 
precedente,  e che  col  loro  insieme  costituiscono  la  serie  natu- 
rale dei  numeri  e,  dalla  seconda  parte  del  postulato  II,  resulta 
immediatamente  il 

Teorema.  — La  serie  naturale  dei  numeri  costituisce  una 
collezione  infinita, 

proprietà  che  suole  enunciarsi  anche  dicendo  che  la  serie 
naturale  dei  numeri  è illimitata. 

16.  Volendo  distinguere  uno  dall’altro  i numeri  della  serie 
naturale  converrà  attribuire  a ciascuno  un  nome  speciale;  ma 
è evidente  che,  essendo  essa  illimitata,  sono  indispensabili  delle 
regole,  colle  quali,  con  poche  parole  opportunamente  combi- 
nate, si  possa  dar  nome  a un  qualunque  numero.  Di  queste 
regole,  che  insegnano  a dedurre  dai  nomi  dei  primi  numeri 
quelli  dei  successivi,  ci  occupiamo  in  seguito:  intanto  pos- 
siamo ricordare  che  uno  e uno  si  chiama  due , due  e uno  tre , 
tre  e uno  quattro , quattro  e uno  cinque , cinque  e uno  sei, 
sei  e uno  sette,  sette  e uno  otto,  otto  e uno  nove , e che  questi 
numeri  si  indicano  rispettivamente  coi  segni  2,  3,  4,  5,  6,  7, 
8,  9.  Per  ora  però  tutte  le  volte  che  occorra  considerare 
numeri  determinati  potremo  fare  uso  di  lettere.  Adopre- 
remo  sempre  le  minuscole,  che  saran  dunque  per  noi  insieme 
il  nome  del  numero,  e il  segno  che  lo  rappresenta. 

17.  Definizione.  — Si  chiamano  simboli  numerici  le 
parole,  o i segni,  atti  a individuare  i numeri. 

E consuetudine  però  di  adoperare  la  parola  numero  anche 
nel  significato  di  simbolo  numerico,  e siccome  evidentemente 
sono  da  dirsi  eguali  due  simboli  numerici  individuanti  lo  stesso 
numero,  ma  a bella  posta  diversi  per  indicare  per  es.  origini 
diverse  del  numero,  così,  quantunque  in  realtà  non  esistano 
numeri  eguali,  perchè  tutte  le  grandezze  discrete  eguali  in- 
dividuano il  medesimo  numero,  è anche  consuetudine  di  par- 
lare di  eguaglianza  di  numeri.  Vale  a dire  che  la  frase:  si 
hanno  due  numeri  eguali,  deve  intendersi  nel  seguente  signi- 
ficato: si  considera  due  volte  un  medesimo  numero . 
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18.  La  diseguaglianza  dei  numeri  esiste  invece  effettiva- 
mente, e rapporto  ad  essa  accetteremo  naturalmente  la  se- 
guente 

Definizione.  — Se  due  grandezze  discrete  sono  di- 
segnali, dei  due  numeri  che  vi  corrispondono  diremo 
maggiore  quello  che  corrisponde  alla  grandezza  mag- 
giore, e minore  quello  che  corrisponde  alla  minore. 

È evidente  che  circa  l’eguaglianza,  o la  diseguaglianza 
di  numeri,  o di  simboli  numerici,  si  hanno  le  proprietà  ca- 
ratteristiche che  valgono  per  l’eguaglianza  e la  disegua- 
glianza di  grandezze  discrete,  e il  dimostrarlo  è proprio  del 
tutto  superfluo. 

Non  sarà  però  affatto  superfluo  il  ricordarle,  e ciò  lo  fa- 
remo in  modo  compendioso,  convenendo  di  indicare  anche 
per  il  caso  dei  numeri  queste  relazioni  coi  medesimi  segni 
usati  per  le  grandezze. 

I.  Per  V eguaglianza,  $e  a,  b,  m son  numeri,  si  ha  che: 

1°.  a = a, 

2°.  a = b,  è b = a, 

8°.  Se  a = m e b = m,  è a = b; 

IL  Per  la  diseguaglianza,  se  a,  b,  c,  m son  numeri , si  ha  che: 
V.  Se  a $ b,  è b § a,  0 
2°.  Se  a = b e b > in,  è a > m, 

8°.  Se  a > b e b > c,  è a > c. 

Notiamo  che  le  precedenti  scritture  diconsi  eguaglianze 
e diseguaglianze,  e che  tanto  per  le  prime  come  perle  se- 
conde dicesi  primo  membro  quanto  precede  il  segno  di  egua- 
glianza o di  diseguaglianza,  e secondo  membro  ciò  che  segue 
detto  segno.  , 

19.  Definizione.  — Dicesi  aritmetica  la  scienza  che 
ha  per  oggetto  i numeri. 

Essa  nella  sua  parte  più  elementare  si  occupa:  1°  di  sta- 
bilire le  norme  mediante  le  quali  con  un  numero  limitato  di 
parole  o di  segni  si  possono  esprimere  o rappresentare  i nu- 
meri. Questa  parte  dicesi  numerazione  e dividesi  in  nume- 
razione parlata  o scritta  secondo  che  si  occupa  del  primo  o 
del  secondo  problema  ora  accennato;  2°  di  stabilire  i proce- 
dimenti, detti  operazioni  aritmetiche,  mediante  i quali  da 
più  numeri  noti  si  posson  dedurne  altri  che  abbiano  coi  primi 


(i)  Queste  scritture  e le  seguenti  tengon  luogo  ciascuna  di  due,  che  si  hanno:  una 
prendendo  dappertutto  dei  due  segni  § il  primo,  un’altra  sempre  il  secondo. 
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relazioni  determinate  e studiare  le  proprietà  di  queste  ope- 
razioni; 3°  di  studiare  in  genere  le  proprietà  dei  numeri. 

Di  quest’ultima  parte,  che  veramente  costituisce  un  ramo 
di  scienza  a sè,  detto  teoria  dei  numeri , soltanto  i fondamenti 
saranno  svolti  in  questo  volume. 


CAPITOLO  II. 

Teoria  delle  operazioni  aritmetiche. 

§ 1.  Dell’addizione  — Definizione  e proprietà. 

20.  Definizione.  — Dicesi  addizione  quella  operazione 
aritmetica  che  permette,  dati  i numeri  che  corrispon- 
dono alle  parti,  di  determinare  quello  che  corri- 
sponde al  tutto. 

I numeri  dati  diconsi  addendi  o termini  ; il  resultato  del- 
l’addizione dicesi  somma  o totale.  L’addizione  si  indica  se- 
parando col  segno  + (che  si  legge  più)  i simboli  che  rappre- 
sentano gli  addendi 

E evidente  che  ogni  numero  è la  somma  delle  unità  che  lo 
costituiscono,  e le  conclusioni  dei  n.  7 e 13  provano  che: 

La  somma  di  un  numero  finito  di  addendi  esiste  sempre  ed 
è unica , qualunque  siano  questi  addendi,  e qualunque  sia  il  loro 
numero. 

21.  Studiamo  ora  le  proprietà  fondamentali  dell’addizione. 

la  Proprietà.  — Aggiungendo  Q)  a numeri  eguali  lo  stesso 
numero  si  hanno  numeri  eguali. 

Se  cioè  a,  h,  m son  numeri;  quando  sia  a = b,  resulta 
a + m = b + m.  Infatti  ogni  unità  di  a può  corrispondere  ad 
una  di  b,  quelle  di  m corrispondono  con  loro  stesse,  dunque 
a -f-  m = b -f-  m. 

2a  Proprietà.  — Aggiungendo  a numeri  disegnali  lo  stesso 
numero  le  somme  sono  diseguali  ed-  è maggiore  quella  della 
quale  è parte  l’addendo  maggiore. 

Cioè  se  m ^ n,  resulta  m + p ^ n + p.  Infatti  se  è per  es. 


(i)  Addizionare,  aggiungere,,  sommare,  sono  sinonimi. 
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m > n,  facendo  corrispondere  le  unità  di  n a quelle  di  m , in  m 
ne  avanzeranno;  osservando  allora  che  le  unità  di  p pos- 
sono farsi  corrispondere  a loro  stesse,  rimane  evidente  che 
m + p > n + V- 

Analogamente  dall’essere  a + m ^ a + n,  si  deduce  m ^ n. 

22.  3a  Proprietà  (detta  commutativa).  — La  somma  di 
un  numero  finito  di  addendi  è sempre  la  stessa  qualunque  sia 
Vordine  con  cui  si  sommano  gli  addendi. 

Infatti  il  variare  l’ordine  degli  addendi  muta  soltanto  l’or- 
dine secondo  cui  sono  aggruppate  le  unità  della  somma  e 
dunque  (n.  14)  essa  somma  non  varia. 

23.  4a  Proprietà  (detta  associativa).  — In  una  somma 
di  più  addendi , può  ad  alcuni  di  essi  essere  sostituita  la  somma 
effettuata. 

Supponiamo  in  primo  luogo  che  gli  addendi  da  associarsi 
siano  di  seguito  e al  principio  della  somma.  In  questo  caso 
la  proprietà  può  ritenersi  evidente,  giacché  nella  definizione 
stessa  di  addizione  rientra  il  fatto  che  per  eseguire  per  es. 
la  somma  dei  numeri  a,  b,  c,  d , si  debba  ad  a,  aggiungere  è, 
alla  somma  c,  e alla  nuova  somma  d e nulla  impedisce  di 
supporre  che  ad  un  certo  punto  l’operazione  sia  per  così 
dire  sospesa.  Iu  altre  parole  è evidente  che  per  es.  le  due 
espressioni  (*)  a + b + c + d,  (a  + b)  -f-  c -f-  d hanno  identico 
significato. 

Se  gli  addendi  da  associarsi  non  sono  di  seguito,  nè  al 
principio,  potranno  sempre  farsi  divenir  tali  sfruttando  la  pro- 
prietà commutativa,  e si  torna  al  caso  precedente. 


Q)  E chiaro  l’ufficio  che  hanno  le  parentesi  nella  seconda  delle  due  espressioni 
che  seguono.  Mentre  la  prima  accenna  alla  somma  dei  quattro  addendi  a,  b,  c,  d,  la 
seconda  indica  che  prima  è da  concepirsi  come  effettuata  quella  dei  due  numeri  a e b 
e che  poi  del  numero  che  da  essa  resulta  e di  c e d deve  esser  fatta  l’addizione. 
L’uso  delle  parentesi,  per  la  chiara  indicazione  di  operazioni  da  farsi  su  simboli  che 
corrispondono  a numeri,  è in  molti  casi  indispensabile:  e precisamente  sempre  tutte  le 
volte  che  una  certa  operazione  deve  indicarsi  effettuata  su  quel  numero  che  nasce  da 
operazioni  indicate  in  precedenza;  nel  qual  caso  l’espressione  che  si  origina  dall’ indica- 
zioni di  quelle  operazioni  precedenti  va  appunto  racchiusa  fra  parentesi.  E quindi  na- 
turale che  una  espressione  chiusa  fra  parentesi  deve  considerarsi^  come  il  numero 
che  corrisponde  all’operazione  effettuata.  Talvolta  occorre  anche  più  di  una  coppia  di 
parentesi  e allora  esse,  per  chiarezza,  si  fanno  di  varia  forma,  e naturalmente  eguali 
quelle  che  si  corrispondono.  Per  es.  per  indicare  che  alla  somma  dei  numeri  a e b, 
deve  aggiungersi  quella  dei  numeri  cede  che  alla  nuova  somma  si  deve  addizionare 
l’altra  dei  due  e ed  f,  bisogna  scrivere  {(a  -|-  b)  4-  (c  + d)}  + (e  + f).  Certe  proprietà 
delle  operazioni  permettono  però  talvolta  di  omettere  alcune  parentesi. 
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Per  es.  è evidente  che  nella  somma  a + b + c + d + e 
potranno  associarsi  gli  addendi  b,  c , e:  infatti  dopo  quanto 
è stato  detto  resulta  chiaro  che 

a -f-  b — (—  c -f-  d -f-  e = b -}-  c -I-  e -}-  a -|—  d 
=z  (b  c é)  a d — a (b c e)  d. 

24.  Osservazione.  — È bene  notare  fin  d’ora  che  ogni 
qual  volta  sia  stata  dimostrata  una  eguaglianza , essa,  per  la 
proprietà  simmetrica  (n.  10,  2a),  può  ritenersi  dimostrata  anche 
permutandone  i membri , e che  essa  allora,  in  questa  nuova 
forma,  potrà  permetterci  di  enunciare  una  nuova  proprietà. 

Per  es.  l’eguaglianza  ora  dimostrata,  scritta  così: 

a -}-  ( b -j—  c -j-  e)  -j—  d = a -]—  b -J-  c -}-  e -j~  d , 
ci  dà  per  l’addizione  la  seguente 

5a  Proprietà  (detta  dissociativa).  — In  una  somma  a 
un  qualunque  addendo  è lecito  sostituire  la  somma  indicata  di 
altri , termini  di  cui  quell’ addendo  sia  somma. 

25.  Dalle  proprietà  precedenti  se  ne  deducono  facilmente 
altre  che  si  riferiscono  al  calcolo  delle  somme  e che  corri- 
spondono ai  seguenti  teoremi. 

Teorema  I.  — Per  aggiungere  a un  numero  una  somma, 
si  può  al  numero  e ai  resultati  successivi,  aggiungere  i termini 
della*  somma  e in  un  qualunque  ordine. 

Se  per  es.  al  numero  m si  ha  da  aggiungere  la  somma 
a + b + c,  si  ha 

. m + (a  + b + c)  = m + a + b + c. 

E questa  trasformazione  è evidentemente  caso  particolare 
della  proprietà  dissociativa. 

26.  Teorema  II.  — Invece  di  aggiungere  ad  un  numero  più 
altri  successivamente  si  può  al  primo  aggiungere  la  somma  dei 
secondi. 

Per  es.  O m + a + b 4-  c = m + (a  + b + c). 

Questa  eguaglianza  si  deduce  dalla  precedente  applicando 
la  proprietà  simmetrica  della  eguaglianza,  ma  essa  può  del 
resto  anche  indipendentemente  da  questa  osservazione,  rite- 


P)  In  questo  primo  libro  le  lettere  a,  b, ...,  anche  se  non  è detto  esplicitamente, 
vogliono  rappresentare  sempre  numeri  interi. 
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nersi  già  dimostrata,  giacché  la  trasformazione  a cui  accenna 
non  è altro  che  un  caso  particolare  della  proprietà  dissocia- 
tiva dell’addizione. 

27.  Teorema  III.  — Per  aggiungere  un  numero  ad  una 
somma , si  può  aggiungere  quel  numero  a un  qualunque  ad- 
dendo della  somma,  ma  a uno  solo. 

Se  infatti  alla  somma  a ^\-b c,  si  deve  addizionare  il 
numero  m,  per  una  osservazione  già  fatta  (n.  23)  la  somma 
(a-\-b-\-c)-\-m  ha  lo  stesso  significato  dell’altra  a-\-b-\-c-\-m; 
e associando  ora  in  questa  l’addendo  m a uno  qualunque  dei 
rimanenti,  si  avranno  le  altre  tre 

{a  -f-  m)  + b + c,  a -f-  (b  + m)  + c,  a + b -f  (c  -f-  m) 

che  corrisponderanno  tutte  al  medesimo  numero  che  è somma 
della  primitiva  addizione  (a  + b + c)  + in. 

28.  Teorema  IV.  — Per  avere  la  somma  di  più  somme  basta 
fare  una  somma  sola  con  tutti  quanti  i loro  addendi  conside- 
rati in  qualunque  ordine,  ninno  escluso,  nè  ripetuto. 

Per  es.  si  ha 

[a  + x)  + (b  + y)  + (c + s)  = a + x + b + y +tc  + *. 

E questa  trasformazione  è evidentemente  conseguenza  della 
proprietà  dissociativa,  la  quale  permette  di  sostituire  a cia- 
scuna somma  parziale,  la  somma  dei  successivi  addendi  da 
cui  essa  è formata. 

29.  Teorema  V.  — Per  eseguire  una  somma  di  più  somme 
si  possono  tutti  quanti  gli  addendi  aggruppare  in  un  qualunque 
modo  in  nuove  somme  parziali,  o sommare  poi  queste  fra  loro. 

Questa  proprietà  è immediata  conseguenza  delle  due: 
dissociativa  e associativa.  Per  es,  si  ha 

(a  + b + c)  + (in  + n '-£■  p)  — (a  m)  + (b  + n)  + (c  + p). 

§ 2.  Della  sottrazione.  — Definizioni  e proprietà. 

30.  Definizione.  — Dicesi  sottrazione  quella  opera- 
zione aritmetica  per  mezzo  della  quale  dati  due 
numeri  se  ne  determina  un  terzo,  che  aggiunto  al 
secondo  dia  per  somma  il  primo. 


DELLA  SOTTRAZIONE. 
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Il  primo  numero  si  chiama  minuendo,  o diminuendo;  il 
secondo  sottraendo,  o diminutore;  il  terzo  resto,  o diffe- 
renza. Il  1°  e il  2°  dico.nsi  termini  della  sottrazione. 

Siccome  (n.  21,  2°)  la  somma  è sempre  maggiore  di  ciascun 
addendo,  si  capisce  che  la  sottrazione  è possibile,  solo  quando  il 
primo  numero  non  è minore  del  secondo,  e in  questo  caso  il  re- 
sultato sarà  dato  dal  numero  delle  unità  che  rimangono  nel 
primo,  dopo  avere  associate  una  ad  una  le  unità  del  secondo 
con  altrettante  del  primo,  e sarà  impossibile  se  questo  è minore 
dell’altro.  Nel  caso  in  cui  i due  numeri  siano  eguali  il  resultato 
è nullo.  Però  invece  di  dire  che  la  differenza  non  esiste,  si  dice 
che  esiste,  ma  è eguale  allo  zero.  Questo  nuovo  ente,  zero, 
che  si  indica  col  segno  0,  viene  in  tal  modo  a essere  concepito 
come  un  numero  speciale  caratterizzato  dalla  proprietà  che  ; 

Se  a,  è un  numero,  si  ha  a + 0 = a. 

Lo  zero  deve  considerarsi  come  minore  di  tutti  i numeri . 

Possiamo  dunque  concludere  che 

La  differenza  di  due  numeri  esiste,  quando  il  minuendo  non 
è minore  del  sottraendo,  ed  è unica.  Èssa  è zero,  quando  i ter- 
mini sono  eguali. 

La  sottrazione  si  indica  separando  i due  termini  col  se- 
gno — (che  si  legge  meno).  Scriveremo  dunque: 

a — b = d,  quando  sia  a = d -j-  b. 

E evidente  che  la  sottrazione  risolve  il  problema:  Dato 
il  tutto  e una  delle  sue  due  parti,  determinare  V altra  parte;  essa 
perciò  dicesi  inversa  dell’addizione. 

31.  Teorema.  — Se  ad  un  numero  si  aggiunge  e si  toglie  (f) 
(o  viceversa)  un  altro,  si  ottiene  per  resultato  il  primo  numero. 

Per  es.:  a~\~m  — m=a,  a — n + n = a;  infatti  scrivendo 
le  eguaglianze  nel  modo  seguente:  ja-fw)  — m — a , \a  — n)~ f- 
n — a,  si  riconosce  subito  che  sussistono;  infatti  la  prima  è 
vera,  perchè  m-\-a—.a-\-m;  e la  seconda,  perchè  la  somma 
della  differenza  e del  sottraendo  è per  definizione  il  minuendo. 

Possiamo  anche  osservare  che:  se  è a — b — d , resulta 
a^-d  — b.  Infatti  se  d-^b  — a,  è anche  b + d = a. 

32.  Si  hanno  riguardo  alla  sottrazione  le  seguenti  pro- 
prietà fondamentali: 


(*)  Togliere  è sinonimo  di  sottrarre. 
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la  Proprietà.  — Se  è a = b a^m,  resulta  a — m = b — m. 
2a  Proprietà.  — $0  è a b e m non  maggiore  del  minore 

dei  due  numeri  a e b,  resulta  a — m ^ b — m. 

3a  Proprietà.  — Se  è a = b,  m ^ n,  e a non  minore  del 

maggiore  dei  numeri  m ed  n,  resulta  a — m ^ b — n. 

Queste  proprietà  possono  facilmente  dimostrarsi  in  modo 
diretto  collo  stabilire  la  corrispondenza  fra  le  unità  dei  nu- 
meri che  si  considerano,  ma  si  deducono  anche  dalle  ana- 
loghe dell’addizione  (n.  21,  la  e 2a).  Per  es.  per  la  la,  si  vede 

che  non  può  essere  a — m^b  — m,  perchè  resulterebbe 

a — m ~f~  m^b  — m + w»,  cioè  a^b,  ciò  che  è contrario  al- 
l’ipotesi a = b. 

33.  I teoremi  che  seguono,  relativi  al  calcolo  delle  somme 
e differenze,  sono  conseguenza  della  definizione  di  sottrazione 
e delle  proprietà  dell’addizione. 

Teorema  I.  — Per  aggiungere  a un  numero  una  differenza 
basta  a quel  numero  aggiungere  il  minuendo  e togliere  dalla 
somma  il  sottraendo. 

Si  ha  cioè  a + (m — rì)  — a-\-m — n.  Per  dimostrarlo  basta 
far  vedere  che  a-\-(m — n)  è realmente  la  differenza  {d-\-m) — n; 
ma  si  ha  {«  + (m  — n)}  + n—a  n + w),  pel  teorema  del 

n.  27  dell’addizione,  e siccome  quest’ultimo  resultato  è uguale 
ad«  + ?w  (n.  31),  il  teorema  è dimostrato. 

34.  Teorema  II.  — • Per  togliere  da  un  numero  una  somma 
si  possono  togliere  dal  numero  e dai  resti  successivi , uno  dopo 
V altro,  in  ordine  qualsivoglia,  gli  addendi  della  somma. 

Si  ha  per  es.  a — (m  + n-\-  p)  = a — m — n — p. 

Infatti  per  i teoremi  dei  numeri  22,  25  dell’addizione  si 
ha  {a- — m — n — p)  + (ni  -J- n + p)  — ( a — m — n — p)  + (P  + 
n -j-  m)  =i(a  — m — ri)  — p + p + n + m ; ma  questa  espres- 
sione dà  origine  alle  seguenti  (n.  31) 

(i a — m)  — n + n + m = a — m + m — a, 
dunque  il  teorema  è dimostrato. 
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35.  L’eguaglianza  preced.  per  l’osserv.  del  n.  24  dà  il 

Teorema  III.  — Se  ad  un  numero  devonsi  togliere  succes- 
sivamente piu  altri  numeri , può  al  primo  esser  tolta  la  somma 
dei  secondi . 

36.  Teorema  IV.  — Per  togliere  un  numero  da  una  somma , 
si  può  togliere  questo  numero  da  un  qualunque  suo  addendo, 
non  minore  del  numero  stesso,  ma  da  uno  solo. 

Se  cioè  è n ^ a,  si  avrà  m -\-n-\-p  — a — m-\-{n — a)-\-p. 

E infatti  pel  teorema  III  (n.  27)  dell’addizione  si  ha 

{mJr{n  — a)Jrp}-\-a  = m-\-{n  — aJra)-\-p  = m-\-n-\-p. 

37.  Teorema  V.  — Per  togliere  una  somma  da  un'altra 
somma,  se  gli  addendi  della  prima  non  sono  minori  di  quelli 
della  seconda,  basta  dagli  addendi  della  prima  togliere  rispet- 
tivamente quelli  della  seconda  e far  la  somma  delle  differenze 
che  resultano. 

Se  è per  es.  a^m,  b ^ n,  c^p  si  ha  a-\-b-\-c — (m+w+p)  = 
(a  — m)-p(b  — n)  + (c  — p).  E infatti  gli  addendi  m,  n,  p 
del  sottraendo  potranno  esser  tolti  uno  dopo  l’altro  (n.  34) 
dal  minuendo  e ciascuno  dà  un  addendo  di  quello  (n.  36). 

38.  L’eguaglianza  preced.  per  l’osserv.  del  n.  24  dà  il 

Teorema  VI.  — Dovendo  fare  la  somma  di  più  differenze 
si  può  dalla  somma  dei  minuendi  togliere  quella  dei  sottraendi. 

39.  Teorema  VII.  - — Per  togliere  una  differenza  da  un  nu- 
mero, basta  ad  esso  aggiungere  il  sottraendo  e togliere  dalla 
somma  il  minuendo. 

Si  ha  cioè  a — (m  — n)  = a + n — m.  E infatti  a + n — m 
+ (mi  — n),  pel  teorema  del  n.  33,  dà  a + » — m + m — n,  che 
si  riduce  ad  a + n — n — a;  dunque  il  teorema  è dimostrato. 

40.  Teorema  Vili.  — La  differenza  di  due  numeri  non  si 
altera  aggiungendo,  o togliendo,  ai  suoi  due  termini  un  mede- 
simo numero.  (Proprietà  in  vari  aliti  va  della  sottrazione). 

E infatti,  se  a non  è minore  di  b , è 

(a  + mi)  — (b  + m)  = (a  + m)  — (mi  + b) 

= a + m — m — b — a — b ; 

e,  se  n non  è maggiore  di  a e di  b , ed  è a ^ b,  si  ha 
(■ a — n)  — (b  — n)  — a — n + n — b 
— a — b ; 

resultati  che  dimostrano  il  teorema. 
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§ 3.  Della  moltiplicazione  — Definizioni  e proprietà. 

4S.  Definizioni.  — I.  Se  una  somma  è costituita  da 
più  addendi  tutti  eguali  fra  loro,  essa  somma  si  chia- 
ma prodotto  del  numero  che  corrisponde  a ciascuno 
addendo  per  l’altro  che  corrisponde  al  numero  degli 
addendi;  questi  due  numeri  diconsi  fattori  del  pro- 
dotto. 

Se  per  es.  è p = a + a + a + a + a,  si  dirà  che  p è il 
prodotto  di  a per  5 (n.  16). 

II.  L’operazione  per  cui  dai  fattori  si  deduce  il 
prodotto  si  chiama  moltiplicazione;  il  primo  fattore  si 
indica  col  nome  di  moltiplicando  e il  secondo  con 
quello  di  moltiplicatore. 

Si  indica  la  moltiplicazione  separando  i due  fattori  col 
segno  X (che  si  legge  moltiplicato  per).  Quando  non  possa 
nascere  equivoco,  si  separano  i fattori  soltanto  con  un  punto, 
o si^scrivono,  senz’altro,  di  seguito. 

È importante  osservare  che  se  poniamo  a confronto  il 
modo  con  cui  per  definizione  il  moltiplicatore  si  deduce  dal- 
l’unità, e il  prodotto  dal  moltiplicando,  con  che  abbiamo: 

5=1+1+1+1+1 
p = a -J-  a -f-  a -j—  et  -J—  et 

si  vede  che  della  moltiplicazione  possiamo  dare  quest’ altra 

Definizióne.  — Moltiplicare  un  primo  numero  per 
un  secondo  significa  determinare  quel  terzo  numero 
che  si  deduce  dal  moltiplicando  operando  su  di  esso 
come,  per  la  definizione  del  numero  moltiplicatore, 
si  deve  operare  sull’unità  per  avere  il  moltiplica- 
tore stesso. O 

Teorema.  — Qualunque  siano  i numeri  corrispondenti  ai 
fattori,  purché  finiti,  il  prodotto  esiste  ed  è unico. 

Infatti  : 

1°.  Se  i fattori  sono  finiti  e diversi  da  zero  e dall’unità, 


(!)  Mi  pare  che  colle  parole  che  ho  aggiunto  alla  definizione,  e che  si  riferiscono  alla 
definizione  del  moltiplicatore,  essa  perda  quella  indeterminazione  che  tante  volte  giu- 
stamente le  è stata  rimproverata.  Infatti  siccome  in  ogni  caso  il  moltiplicatore  sarà  stato 
precedentemente  definito,  nè  si  può  ammettere  il  contrario,  il  modo  di  operare  sul 
moltiplicando  per  avere  il  prodotto  sarà  completamente  conosciuto. 
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il  prodotto  esiste  ed  è unico , perchè  la  somma  gode  di  questa 
proprietà. 

2°.  Se  uno  dei  fattori  è eguale  all’ unità,  il  prodotto  è eguale 
all’ altro  fattore;  e se  tutti  e due  sono  eguali  all’unità,  pure  al- 
l’unità è eguale  il  prodotto. 

Infatti  è,  per  es.:  1X3  = 1 + 1 + 1=3;  e,  siccome  1 = 1, 
è 5X1  = 5 e 1X1  — 1* 

3°.  Se  uno  dei  fattori  è zero,  o lo  sono  entrambi,  anche 
il  prodotto  è zero. 

Infatti  è,  per  es.:  0 X 3 = 0 + 0 + 0 = 0;  e,  siccome 

0 = 1 — 1,  è5X0  = 5-  5 = 0,  0X0  = 0 — 0 = 0. 

42.  Le  proprietà  studiate  per  la  somma,  e i casi  parti- 
colari ora  contemplati,  ci  permettono  di  enunciare  le  pro- 
prietà fondamentali  della  moltiplicazione. 

la  Proprietà.  — Se  è a = b,  resulta  aXm  = kXnE 
2a  Proprietà.  — Se  è a ^ b,  resulta  aXm^bXm; 

3a  Proprietà.  — Se  è a = b em^n,  resulta  aXm^ 

bXn. 

Esse  non  sono  altro  cbe  casi  particolari  di  quelle  del 
n.  21,  1°,  2°,  e valgono  senza  eccezione  qualunque  siano  i 
fattori. 

4a  Proprietà  (detta  commutativa).  — Il  prodotto  di  due 
numeri  rimane  inalterato  prendendo  il  moltiplicando  per  molti- 
plicatore e viceversa,  cioè,  come  suol  dirsi  più  brevemente,  in- 
vertendo, o anche  permutando , i fattori. 

Se  un  fattore  è eguale  a 0 o ad  1,  o se  tali  sono  ambedue 

1 fattori,  la  proprietà  sussiste  per  i resultati  del  n.  41.  Siano 
dunque  a e b diversi  da  0 e da  1 ; si  ha  a . b = b . a ; infatti  con- 
siderando la  somma  di  b addendi  eguali  ad  a 

a + a + a + ....  + a , 

cbe  per  definizione  costituisce  il  prodotto  (n.  41);  possiamo  a 
ciascun  addendo  sostituire  la  somma  delle  sue  a unità  (n.  24), 
e poi  associare  (n.  29)  fra  loro  la  prima  unità  dei  b addendi, 
fra  loro  la  seconda  ece.;  tutti  gli  addendi,  perchè  eguali,  si 
esauriranno  insieme  e ogni  volta  dalla  associazione  delle  unità 
dette  resulterà  il  numero  bì  che  verrà  dunque  a comparire  a 
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volte  come  addendo,  cosicché  il  prodotto  considerato  corri- 
sponderà anche  all’altro  è X «,  come  era  da  dimostrare. 

Definizione.  — Ogni  prodotto  di  due  fattori  suol 
dirsi  multiplo  dell’uno  secondo  il  numero  che  corri- 
sponde all’altro;  e ciascun  fattore  sottomultiplo  del 
prodotto  secondo  il  numero  che  corrisponde  all’al- 
tro fattore. 

43.  Dalle  precedenti  proprietà  della  moltiplicazione  e da 
quelle  già  studiate  per  le  altre  operazioni  si  deducono  i teo- 
remi che  seguono. 

Teorema  I.  — Per  moltiplicare  una  somma  per  un  numero , 
si  può  moltiplicare  ogni  addendo  della  somma  per  quel  numero 
e fare  la  somma  dei  prodotti  parziali. 

Abbiasi  da  effettuare  il  prodotto  (a  4 b 4 c)  X m. 

Esso  equivale  alla  somma  di  m addendi  eguali  ad  a + b- f c ; 
facendo  della  somma  di  queste  somme  parziali  una  somma 
unica  (n.  28)  e associando  fra  loro  gli  addendi  eguali  (n.  23), 
ciascuno  dei  quali  comparirà  tante  volte,  quante  compariva 
la  somma  a 4 b + c,  cioè  m volte,  è chiaro  che  si  arriverà  al 
resultato  aXm+bXmP  cX  m,  come  era  da  dimostrarsi. 

44.  La  relazione  ora  dimostrata,  invertendo  i fattori  in 
ogni  prodotto  che  vi  comparisce  (n.  42,  4a)  dà  l’eguaglianza 

m X (a  4 b -f  c)  — m X a 4 m X b 4 m X c 
che  corrisponde  al 

Teorema  II.  — Per  moltiplicare  un  numero  per  una  somma 
si  può  moltiplicare  successivamente  il  numero  per.  tutti  gli  ad- 
dendi della  somma  e fare  la  somma  dei  prodotti  parziali. 

45.  Teorema  III.  — Per  moltiplicare  una  somma  per  un'al- 
tra somma  si  può  moltiplicare  ogni  addendo  della  prima  suc- 
cessivamente per  ciascun  addendo  della  seconda  e fare  la  somma 
dei  prodotti  parziali. 

Abbiansi  per  es.  le  due  somme  a + b + c e m -I-  n da  do- 
versi moltiplicare  fra  loro. 

Supponendo  la  prima  già  effettuata  pel  teorema  prece- 
dente resulterà  (a  4 b + c)  X (m  + n)  = (a  + b 4-  e)  X m 4* 
(a  4 b 4 c)  X n,  e svolgendo  ora  i prodotti  del  2°  membro 
colla  regola  del  teorema  I (n.  43)  si  giunge  alla  somma 

a . m 4 b . m 4 c . m 4 a . n 4 l . n 4 c . n, 
resultato  che  dimosti  a il  ieorema. 
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Non  sarà  inutile  osservare  che  il  prodotto  di  una  somma 
di  p termini , per  un’altra  di  q termini  è una  somma  costituita 
da  p X q termini. 

46.  Teorema  IY.  — Per  moltiplicare  una  differenza  per  un 
numero  si  possono  moltiplicare  il  minuendo  e il  sottraendo  per 
quel  numero  e togliere  dal  primo  prodotto  il  secondo. 

Abbiasi  da  effettuare  il  prodotto  (a  — b)  X m.  Esso  equi- 
vale alla  somma  di  m addendi  eguali  alla  differenza  a—b\ 
ma  una  somma  di  più  differenze  (n.  38)  equivale  alla  somma 
dei  minuendi  diminuita  della  somma  dei  sottraendi,  e siccome 
questi  e quelli  son  tutti  eguali  e in  numero  di  m,  è evidente 
che  si  giungerà  così  alla  differenza  a X m — b X m,  come  era 
da  dimostrare. 

47.  La  relazione  ora  dimostrata,  invertendo  i fattori  in 
ciascun  prodotto  che  vi  comparisce,  dà  l’eguaglianza 

m X (a  — b)  = m X a — m X b 
che  corrisponde  al 

Teorema  V.  — Per  moltiplicare  un  numero  per  una  diffe- 
rema  basta  moltiplicare  il  numero  per  il  minuendo  ed  il  sot- 
traendo della  differenza  e togliere  dal  primo  prodotto  il  secondo. 

48.  I teoremi  dimostrati  ai  n.  43,  44,  46,  47  costituiscono 
una  proprietà  della  moltiplicazione,  in  relazione  alla  addi- 
zione e alla  sottrazione,  che  si  dice  proprietà  distributiva. 

Tutte  le  volte  che  applicheremo  essi  teoremi,  e quello 
del  n.  45,  diremo  che  facciamo  V operazioni  per  parti. 

49.  Scrivendo  in  modo  inverso  le  eguaglianze  che  corri- 
spondono ai  teoremi  dei  n.  43,  44,  46,  47,  così: 

a . m + b . m + c . m ==;  (a  -f-  b + c)  . m 
m . a -f  - m . 6 *-f-  m . c = m . (a  + 6 c) 

a .m  — b . m = (a  — b) . m 
m . a — m . b — m . (a  — è), 

si  vede  che,  quando  in  tutti  i termini  di  una  somma,  o di 
una  differenza,  comparisce  uno  stesso  fattore  si  può,  quando 
convenga,  trasformare  essa  somma,  o differenza,  in  prodotto, 
con  la 

Regola.  — Quando  in  tutti  i termini  di  una  somma  o di 
una  differenza  comparisce  uno  stesso  fattore,  si  trasforma  essa 
somma,  o essa  differenza,  in  prodotto  scrivendo  fuori  di  una 
parentesi  quel  f attor  comune  e dentro  la  parentesi  la  somma,  o 
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la  differènza,  che  si  ottiene  sopprimendo  in  ogni  termine  di  quelle 
considerale  il  f attor  comune. 

L’applicazione  di  questa  regola  suole  indicarsi  col  dire 
che  si  pone  in  evidenza , o si  raccoglie,  il  f attor  comune.  Sarà 
utile  osservare  che: 

Quando  un  termine  della  somma,  o della  differenza,  è costi- 
tuito dal  solo  f attor  comune,  al  suo  posto  dentro  parentesi  deve 
essere  scritta  l'unità. 

Infatti  si  ha,  per  es., 

a . m + h . m + m = a . m + 6 • w»  + 1 . m = {a  + h + 1)  X 
a .m  — m — a . m — 1 . m — (a  — 1)  X w. 

§ 4.  Della  divisione  — Definizioni  e proprietà. 

50.  Definizione.  — Dicesi  divisione  quella  opera- 
zione aritmetica  che  permette,  dati  due  numeri,  di 
determinarne  un  terzo,  che  moltiplicato  pel  secondo 
dia  per  prodotto  il  primo.  Il  primo  numero  si  dice 
dividendo,  il  secondo  divisore,  il  terzo,  se  esiste,  quo- 
ziente, o anche  quoto.  Il  dividendo  e il  divisore  di- 
consi  termini  della  divisione. 

La  divisione  si  indica  separando  i due  termini  col  segno  : 
(che  si  legge  diviso  per)  o anche  scrivendo  il  dividendo  di 
sopra  e il  divisore  di  sotto  ad  una  lineetta  orizzontale. 

Sarà  dunque  a : h — q,  se  è a = q X h.  Osserviamo  subito 
che  in  tal  caso  resulterà  a:  q = b,  perchè  per  la  proprietà 
commutativa  della  moltiplicazione  sarà  anche  a = b X q. 

Il  metodo  più  naturale  di  vedere  se  esiste  il  quoziente  è 
evidentemente  quello  di  togliere  dal  dividendo,  che  intanto 
si  capisce  dovrà  per  condizione  necessaria  esser  non  minore 
del  divisore,  il  divisore,  e poi  dal  resto  ancora  il  divisore  e 
così  via  di  seguito.  Siccome  si  tratta  di  numeri  finiti  questa 
successione  di  sottrazioni  avrà  senza  dubbio  termine  e po- 
tranno darsi  due  casi:  o che  a un  certo  ponto  si  giunga  ad  un 
resto  eguale  al  divisore,  nel  qual  caso  una  nuova  sottrazione 
mostrerà  che  la  divisione  è possibile  e il  quoziente  sarà  il  nu- 
mero delle  sottrazioni  effettuate;  oppure  che  a un  certo  punto 
rimanga  un  resto  minore  del  divisore  e in  questo  caso  l’ope- 
razione è impossibile. 

Riguardo  poi  ai  casi  speciali  che  posson  darsi  circa  al 
dividendo  e al  divisore  possiamo  subito  accennare  i seguenti 
resultati  che  sono  della  massima  evidenza; 
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1°.  Se  i due  termini  sono  eguali  il  quoziente  è X unita;  . 

2°.  Se  il  divisore  è Xunità  il  quoziente  è eguale  al  divi- 
dendo; 

3°.  Se  il  dividendo  è zero,  e il  divisore  diverso  da  zero , il 
quoziente  è zero; 

4U.  Se  il  divisore  è zero,  e il  dividendo  diverso  da  zero,  il 
quoziente  non  esiste. 

Infatti  è impossibile  che  sia  a : 0 = 0,  oppure  a : 0 = q, 
essendo  a e q numeri  finiti,  perchè  0X0  = 0,  e g X 0 = 0. 

5°.  Se  i due  termini  son  zero , qualunque  numero  finito 
(compreso  lo  zero)  può  esser  preso  per  quoziente. 

Infatti  essendo  q X 0 = 0,  si  può  ritenere  che  sia  0:0  =q, 
qualunque  sia  q. 

Possiamo  dunque  concludere  che 

La  divisione  dei  numeri  interi  è possibile , quando  il  divisore 
è diverso  da  zero , e il  dividendo  è multiplo  del  divisore. 

51.  Quando  la  divisione  è possibile  sussistono  per  essale 
seguenti  proprietà: 

la  Proprietà.  — Se  a = b,  è a : m = b : m ; 

2a  Proprietà.  — Se  a ^ b,  è a : m ^ b : in , 

3a  Proprietà.  — Se  a.  = h e m ^ n,  è a:m^b:n; 

le  quali  si  deducono  facilmente  dalle  analoghe  della  molti- 
plicazione (n.  42).  Per  es.  per  la  la  si  vede  che  non  può  es- 
sere a : m^b  : m,  perchè  resulterebbe  (a  : m) . m ^ ( b :m) . m. 

cioè  a^b,  che  è contrario  all’ipotesi  a — b. 

Analogamente  si  dimostra  che  se  è a : m = b : m,  è pure 
a = b;  e che  quando  sia  m:  a = m:  b,  si  deduce  a = b. 

52.  Diamo  alcune  proprietà  della  divisione  completa;  e 
notiamo  che  le  dimostrazioni  si  fanno  mostrando  che  il  pro- 
dotto del  resultato  pel  divisore  è appunto  eguale  al  dividendo. 

Definizione. — Quando  la  divisione  di  due  numeri 
è possibile,  si  dice  che  il  primo  numero  è divisibile 
pel  secondo. 
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53.  Teorema  I.  — Per  dividere  una  somma  per  un  numero , 
si  può  dividere  separatamente  ciascuno  addendo  della  somma 
per  il  numero,  e fare  la  somma  dei  quozienti  parziali . 

Abbiansi  i numeri  a,  b,  c divisibili  per  un  altro  m;  si  vuol 
dimostrare  che: 

a-\-b-{-c a_  , b_  , c_ 

m m'm  ' m ‘ 

E infatti  la  somma  — + — + — moltiplicata  per  il  divi- 
m 1 m m L * 

sore  m , dà,  per  la  proprietà  distributiva  (n.  43), 


, u . c 

- • m -f-  — . m + — . m. 

ì WVl  1 WVÌ 


Ma  ciascuno  degli  addendi  di  quest’ultima  somma,  essendo 
il  prodotto  di  un  quoziente  completo  pel  divisore,  si  riduce 
al  dividendo,  e perciò  la  somma  è eguale  ad  a-\-b-\-c . 


54.  Teorema  II.  — Per  dividere  una  differenza  per  un  nu- 
mero, quando  i termini  della  prima  siano  divisibili  per  quel 
numero,  si  possono  dividere  il  minuendo  e il  sottraendo  della 
differenza  per  il  numero,  e togliere  dal  primo  il  secondo  quo- 
ziente. 


Abbiansi  i numeri  a e b (a  ^ b)  divisibili  per  m ; si  vuol 

dimostrare  che- = — ; e infatti,  pel  teorema  del 

m m m ’ 1 

numero  46,  avremo 


55.  I due  teoremi  ora  dimostrati  (n.  53  e 54)  costituiscono 
la  cosidetta  proprietà  distributiva  della  divisione  rispetto 
all' addizione  e alla  sottrazione. 

56.  Teorema  III.  — Il  quoziente  completo  della  divisione  di 
due  numeri  è eguale  a quello  dei  prodotti , o dei  quozienti  com- 
pleti, di  essi  numeri  per  un  altro.  (Proprietà  invariantiva 
della  divisione). 

Sia  a il  dividendo,  b il  divisore,  q il  quoziente  completo 
di  a : b;  sarà  a~b  . q,  ossia 

a = b -f-  b -f-  • . . -f~  b, 

essendo  q il  numero  dei  termini  del  2°  membro.  Se  ora  molti- 
plichiamo i due  membri  della  eguaglianza  per  un  numero  qua- 
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lunque  m , oppure  li  dividiamo  per  un  numero  n,  ammettendo 
che  a e b siano  divisibili,  otteniamo  rispettivamente  (n.  43,  53) 

a.m  — b.m-\-b.m-\-...-\-b.m , —==  — + — -4- ...  4-  — , 

’ n n r n'  ' n* 

che  è quanto  dire 

x ab 

a ,m  = (b  ,m)  .a , — = — . q ; 

e queste  eguaglianze  provano  che  i prodotti  a . m e b . m, 
e i quozienti  — e — , dànno,  divisi  fra  loro,  il  medesimo  quo- 
ziente di  a e bì  come  si  doveva  dimostrare. 


§ 5.  Della  divisione  incompleta. 


57.  Allorché  il  dividendo  non  è multiplo  del  divisore,  il 
procedimento  del  n.  50  corrisponde  a una  operazione  che  ha 
grande  analogia  con  la  divisione  e che  è contemplata  dalle 
seguenti 

Definizioni.  — Quando  un  numero  non  è divisibile 
per  un  altro,  si  chiama  divisione  approssimata,  incom- 
pleta, impropria,  l’operazione  che  permette  di  deter- 
minare il  più  gran  numero  che  moltiplicato  pel  se- 
condo dei  dati  dia  un  prodotto  minore  del  primo. 

I numeri  dati  diconsi  ancora  dividendo  e divisore, 
il  resultato  della  operazione  chiamasi  quoziente  in- 
completo, e la  differenza  tra  il  dividendo  e il  pro- 
dotto del  divisore  pel  quoziente  incompleto,  dicesi 
resto  della  operazione. 

IC  chiaro  che  se  il  dividendo  è minore  del  divisore , il  quo- 
ziente incompleto  è zero,  e il  resto  è il  dividendo  stesso. 

58.  Si  hanno  le  seguenti  proprietà. 

Teorema  I.  — In  ogni  divisione  incompleta  il  resto  è minore 
del  divisore. 

Quando  infatti  non  fosse,  il  resultato  non  sarebbe  più  il 
quoziente  incompleto,  perchè  il  divisore  potrebbe  ancora 
essere  sottratto  dal  resto. 

Teorema  IL  — In  ogni  divisione  incompleta  il  dividendo  è 
eguale  alla  somma  del  prodotto  del  divisore  per  il  quoziente  in- 
completo e del  resto. 
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Se  infatti  a è il  dividendo,  b il  divisore,  q il  quoziente  in- 
completo e r il  resto,  per  definizione  si  ha  a — b .q~r  e 
dunque  (n.  30)  è certamente  a = b . q + r. 


59.  Osservazione.  — L’eguaglianza  m—n.p-\-s  può 
considerarsi  come  proveniente  da  una  divisione  incompleta 
quando  s sia  minore  dell’uno  o dell’altro  dei  fattori  n e p del 
prodotto  n.p , o di  tutti  e due;  ma  non  corrisponderà  af- 
fatto ad  una  divisione,  anche  nei  casi  in  cui  essa  sussista, 
quando  almeno  una  di  queste  condizioni  non  sia  soddisfatta. 

(i0.  A proposito  della  divisione  incompleta  giova  fare  una 
osservazione  in  relazione  alla  proprietà  distribuitiva. 


Teorema.  — Allorché  tutti  i termini  di  una  somma , eccetto 
uno , sono  divisibili  per  un  numero , la  somma  non  è divisibile 
per  quel  numero  e il  resto  che  si  ha  dalla  divisione  incompleta 
della  somma  pel  numero,  è quel  medesimo  che  si  ottiene  divi- 
dendo per  quel  medesimo  numero  V addendo  che  non  è divisibile,  e 
quindi  V addendo  stesso  nel  caso  che  esso  sia  minore  del  divisore. 


Supponiamo,  che  nella  somma 

a + b + c + d 


siano  gli  addendi  a,  b , c divisibili  per  m , e sia  d non  divi- 
sibile; siano  q (nullo,  se  d < m)  il  quoziente  incompleto  e r 
(= d , se  q = 0)  il  resto  della  divisione  di  d per  m;  siccome 
è allora  (n.  58) 

d — m . q + r , 


la  precedente  somma  diverrà 

a + b + c + m . q -f-  r. 
Si  vede  ora  subito  che 


. u . V . 

• “1 f-  J-  q 

<'  4M  1 Wt  ' 2 


è il  quoziente  incompleto,  e r il  resto  della  divisione  di  detta 
somma  per  m.  Infatti  è r < m (n.  59)  e si  ha  (n.  43) 


.j 1 L q\  m _Lr 

i 1 m 1 vn  1 2 / 1 


= — .m- }-  — .m  A .m  4-  q . m + r — a A- b 4-  c + d. 

4M  1 4M  1 4M  1 1 ' III 
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61.  Teorema.  — Se  il  dividendo  e il  divisore  di  una  divisione 
incompleta  si  moltiplicano,  o si  dividono,  per  uno  stesso  numero, 
le  divisioni  facendosi  esattamente,  la  divisione  dei  due  prodotti, 
o dei  due  quozienti,  dà  il  medesimo  quoziente  della  divisione 
primitiva,  ma  il  nuovo  resto  è eguale  al  prodotto,  o al  quo - 
ziente,  del  resto  primitivo  per  quel  numero. 

La  dimostrazione  della  prima  parte  è analoga  a quella 
del  teorema  del  n.  56,  al  quale  questo  si  riduce,  quando  i 
due  numeri  dati  siano  uno  multiplo  dell’altro. 

I.  Siano  a il  dividendo,  b il  divisore,  q il  quoziente  incom- 
pleto, r il  resto;  potremo  scrivere 

a — b-\-b-\-...-\-bJrr , 


essendo  in  numero  di  q gli  addendi  eguali  a b del  secondo, 
membro.  Moltiplicando  i due  membri  della  eguaglianza  per 
un  qualunque  numero  m,  si  ha 


cioè 


a . m = b . m + b . m + . . . + b . m + r . m, 
a . m — {b . m) . q-\- r . tn 


e siccome,  essendo  r <b,è  pure  r.m<b.  m , questo  resultato 
dimostra  (n.  59)  la  prima  parte  del  teorema. 

IL  Siano  ancora  q il  quoziente  incompleto  e r il  resto  della 
divisione  di  a per  b. 

Supponiamo  che  a e b siano  divisibili  per  un  numero  n , 
e indichiamo  con  a'  e 6'  i relativi  quozienti. 

Ammettiamo  che  dividendo  a per  b'  si  abbia  il  quoziente 
incompleto  q e il  resto  r.  Dividendo  fra  loro  i due  prodotti 
a'.n  = a e b’.n  — b,  si  avrà  ancora  il  quoziente  q e il  resto 
r . n,  per  la  dimostrazione  precedente:  dunque  è necessario 
che  sia  q —q  e r.  n — r , cioè  r =r:  n , onde  anche  la  se- 
conda parte  del  teorema  è dimostrata. 


§ 6.  Prodotto  di  più  fattori. 


62.  Definizione.  — Allorché  il  prodotto  di  due  nu- 
meri si  deve  moltiplicare  per  un  terzo,  questo  per 
un  altro  e così  di  seguito,  essendo  finito  il  numero 
delle  moltiplicazioni  effettuate,  si  dice  che  si  fa  un 

prodotto  di  più  fattori. 

Colla  parola  fattori  si  vuole  indicare  tanto  il  primo  mol- 
tiplicando, come  i successivi  moltiplicatori.  L’indicazione  del 
calcolo  si  fa  scrivendo  di  seguito  i fattori  separandoli  col 
solito  segno  di  moltiplicazione,  o meglio,  con  un  punto. 
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Si  avverta  che  per  avere  il  prodotto  di  n fattori , bisogna 
fare  n — 1 moltiplicazioni . 

63.  Teorema  I.  — Il  prodotto  di  più  fattori  è sempre  il  me- 
desimo nùmero , qualunque  sia  l’ordine  con  cui  i fattori  si  mol- 
tiplicano tra  loro  (proprietà  commutativa). 

Converrà  per  la  dimostrazione  considerare  più  casi. 

I.  In  un  prodotto  di  più  fattori  è lecito  permutare  i primi  due. 

Se  infatti  è dato  il  prodotto  a .b  .c  .d  .e,  siccome  si  sa 
(n.  42,  4a)  che 

a . b = b . a, 

moltiplicando  successivamente  questi  due  numeri  per  i fattori 
rimanenti  del  prodotto,  si  avrà 

a .b  .c  — b . a , c,  poi  a .b  .c . d — b . a .c . dì 
e in  fine 

a.b.c.d.e  — b.a.c.d.e  c.  v.  d. 

II.  In  un  prodotto  di  più  fattori  è lecito  permutare  gli  ul- 
timi due. 

Riprendiamo  il  prodotto  a .b  .c  .d  .e  e consideriamo  come 
eseguito  il  prodotto  (a . b . c)  dei  fattori  che  precedono  gli 
ultimi  due. 

Supponendo  anche  effettuato  il  prodotto  del  numero  ( a.b.c ) 
per  il  successivo  fattore  d,  resulterà 

{a  . b . c) . d — (a  . b . c)  + {a . b . c)  -f- + (a . 6 . c), 

essendo  in  numero  di  d i termini  del  secondo,  membro, 
Moltiplicando  ora  per  l’ultimo  fattore  e i due. membri 
deH’eguaglianza,  ed  eseguendo  nel  secondo  l’operazione  per 
parti,  si  avrà  la  nuova  eguaglianza 

(a  ,b  ,c)  .d . e 

— (a  .b  . c)  . e {a  .b  . c) . e . . . . {a,  .b . c)  . e , 

ossia,  poiché  nel  2°  membro  gli  addendi  saranno  sempre  in 
numero  di  d , sarà 

a.b.c.d.e  = a.b.c.e.d, 
come  era  da  dimostrarsi. 
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III.  In  un  prodotto  di  più  fattori  è lecito  permutare  due 
fattori  qualunque  consecutivi,  anche  quando  uno  di  essi  non  è 
primo  nè  ultimo. 

Dimostriamo  dunque,  per  es.,  che 

a.b.c.d.e  — a. c.b.d.  e. 

E infatti  se  nel  prodotto  dato  trascuriamo  dapprima  quei 
fattori  che  seguono  i due  che  vogliamo  permutare,  cioè  b e c 
nel  caso  nostro,  di  quelli  che  rimangono  potremo  permutare 
gli  ultimi  due  (II),  e aver  quindi 

a .b  . c = a . c . b, 

e ora,  moltiplicando  successivamente  i due  membri  dell’egua- 
glianza pei  rimanenti  fattori  d ed  e , avremo  in  fine  come  era 
da  dimostrarsi 

a.b.c.d.e  = a.c.b.d.e. 

IV.  Ed  ora  se  ricordiamo  (n.  4)  che  gli  elementi  di  una 
qualunque  collezione,  partendo  da  una  disposizione  loro  qual- 
siasi, si  possono,  portare  a succedersi  in  un  qualunque  altro 
ordine  prestabilito  mediante  lo  scambio  successivo  di  due 
elementi  consecutivi,  si  conclude  che  il  prodotto  di  più  fattori 
è affatto  indipendente  dall’ordine  dei  fattori  stessi. 

64.  Teorema  II.  — In  un  prodotto  di  più  fattori  si  può 
sostituire  a due  o più  di  essi  il  loro  prodotto  eseguito  (proprietà 
associativa);  e ad  un  qualunque  fattore  può  essere  sostituito  il 
prodotto  indicato  di  altri  numeri  che  abbiano  per  prodotto  quel 
medesimo  fattore  (proprietà  dissociativa). 

Se  infatti  si  vuol  provare,  per  es.,  che  nel  prodotto  a. b.c.d.e 
ai  fattori  a,  c,  d si  può  sostituire  il  loro  prodotto  effettuato, 
che  indicheremo  scrivendo  (a  . c . d ),  basta  disporre  dapprima 
i suoi  fattori  in  modo  che  i tre  indicati  riescano  per  primi, 
e allora  la  definizione  stessa  di  prodotto  di  più  fattori  ci 
dice  che  esso  prodotto  parziale  può  essere  eseguito,  e quindi 
il  prodotto  dato  è eguale  all’altro  (a  .c  .d)  .b  .e,  nel  quale 
ora  al  fattore  ( a.c.d ) si  potrà  dare  un  posto  qualunque. 

La  proprietà  dissociativa  si  deduce  evidentemente  dalla 
associativa  considerando  l’eguaglianza  che  corrisponde  ‘alla 
prima  e permutandone  i membri  (n.  24). 

65.  Teorema  III.  — Per  moltiplicare  un  prodotto  per  un 
numero  basta  moltiplicare  per  questo  numero  uno,  e uno  solo , 
dei  suoi  fattori. 
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Abbiasi  il  prodotto  a .b . c da  moltiplicarsi  per  m.  Scri- 
vendo (a.b.c).m,  oppure  a.b.c.m , non  cambia  in  alcun  modo 
il  significato  del  calcolo  ; ma  allora  nel  secondo  prodotto  al 
fattore  m e a un  altro  qualunque  dei  rimanenti  si  potrà  sosti- 
tuire il  prodotto  effettuato  (n.  64)  e perciò  si  avrà  ( a.m).b.c , 
oppure  a . {b  . m) . c,  od  anche  a .b  . (c  . m),  resultati  che  di- 
mostrano il  teorema. 

66.  Teorema  IV.  — Per  moltiplicare  un  numero  per  un 
prodotto  basta  moltiplicare  il  numero  per  uno  dei  fattori  del 
prodotto , il  resultato  per  un  secondo  fattore  del  prodotto  stesso, 
e così  di  seguito  i prodotti  successivi  per  tutti  i rimanenti  fat- 
tori del  prodotto. 

E infatti  se  si  ha  da  calcolare  il  prodotto  m.(a.b.c),  con- 
siderando il  prodotto  ct.b.c  come  eseguito,  per  la  proprietà 
dissociativa  della  moltiplicazione  (n.  64),  avremo  senz’altro 

in  .{a  .b . c)  = m . a .b  . c, 
che  è quanto  si  doveva  dimostrare. 

67.  Teorema  V.  — Per  avere  il  prodotto  di  due , o più , prò - 
dotti , si  può  calcolare  il  prodotto  unico  formato  da  tutti  i fat- 
tori dei  prodotti  da  moltiplicarsi. 

La  proprietà  è evidentemente  conseguenza  della  pro- 
prietà dissociativa.  Per  es.  : 

{a  . b . c)  (m  . n)  (x . y)  — a . b . c . m . n . x . y. 

68.  Teorema  VI.  — Per  avere  il  quoziente  della  divisione 
di  un  prodotto  di  più  fattori , per  uno  di  questi  fattori , o pel 
prodotto  di  alcuni  di  essi,  basta  nel  dividendo  sopprimere 
questo,  o questi  fattori,  e fare  il  prodotto  dei  rimanenti. 

Infatti  il  prodotto  dei  fattori  rimasti,  moltiplicato  pel 
prodotto  dei  fattori  soppressi,  darà,  all’ infuori  dell’ordine 
di  questi  fattori,  il  prodotto  dato:  dunque  (n.  50)  il  prodotto 
dei  fattori  che  rimangono  nel  dividendo,  dopo  aver  soppressi 
quelli  del  divisore,  è realmente  il  quoziente.  Per  es.  : 

a .b . c :d 


69.  Teorema  VII.  — Per  dividere  un  prodotto  per  un  nu- 
mero, basta,  se  si  può  senza  che  la  divisione  dia  resto,  dividere 
uno  dei  fattori  del  prodotto  per  questo  numero  e moltiplicare 
il  quoziente  per  i rimanenti  fattori. 
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Supponiamo  infatti  che  si  abbia  da  dividere  il  prodotto 
a.b.c  pel  numero  m,  e supponiamo  che  b , per  es.,  sia  divi- 
sibile per  m ; allora  chiamando  q il  quoziente  della  divisione 
di  b per  m,  sarà  (n.  50)  b = qX  m,  e perciò  si  avrà 


e allora  (n.  68) 
a.b.c 


a .b  .c  = a .q  .m  . c ; 


a .q  .m  ,c 


— a . q . c = a . 


come  era  da  dimostrarsi. 


70.  Teorema  Vili.  — Dovendo  dividere  un  numero  per  un 
altro  che  lo  divida  esattamente  e che  consti  del  prodotto  di  più 
fattori , si  può  prima  dividere  il,  primo  numero  per  uno  dei 
fattori  del  divisore,  poi  il  quoziente  per  un  altro  fattore  del 
divisore , e così  di  seguito  i quozienti  successivi  pei  rimanenti 
fattori  di  quest'ultimo. 

Abbiasi  dunque  un  numero  in  divisibile  pel  prodotto  a.  b.c ; 
chiamando  q il  quoziente  della  divisione  avremo 

m — a .b  .c  .q. 

Dividendo  ora  i due  membri  dell’eguaglianza  per  a,  avremo 
a.b  .c.q 

m : a = — — — = b . c .q. 

a 1 

Dividendo  ora  i due  membri  per  b , si  avrà  evidentemente 
(m  : a)  : b = c X q, 
e dividendo  infine  per  c : 

{ (m  : a)  : b } : c — q , 

e pel  significato  attribuito  a q si  ha  dunque 


; = { (*»:o):i):c, 


a Xb  X c 

come  era  da  dimostrarsi. 

Avvertiamo,  che  nel  secondo  membro,  per  indicare  le  di- 
visioni successive,  non  sono  poi  indispensabili  le  parentesi, 
e che  l’espressione  può,  senza  possibile  equivoco,  scriversi 
anche  m : a : b : c. 

Avvertiamo  ancora  che  dalla  dimostrazione  precedente 
resulta  che  i fattori  del  prodotto  possono  adoperarsi,  come 
divisori,  in  un  qualunque  ordine,  e che  quindi  si  ha: 

m : a : b : c — m : a : c : b — m : b : a : c,  ecc. 
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§ 7.  Delle  potenze. 


71.  Definizioni.  — Dicesi  potenza  il  prodotto  di  più 
fattori  eguali. 

Ciascun  fattore  dicesi  base  della  potenza,  e grado  di  essa 
il  loro  numero.  Elevare  un  numero  a potenza  significa  calco- 
lare o anche  indicare  quella  potenza.  La  potenza  si  indica 
scrivendo  la  base  e poi  in  alto  alla  destra  il  numero,  in  ca- 
rattere più  piccolo,  che  corrisponde  al  grado  e che  dicesi 
esponente.  Per  es.  a . a — a1,  a .a  .a  — a*  ecc. 

Ogni  numero,  per  convenzione,  si  suol  chiamare  la  prima 
potenza , o di  1°  grado , del  numero  stesso. 

La  scrittura  am,  che  dunque  indica  il  prodotto  di  m fattori 
eguali  ad  a , si  legge  a ad  m,  od  anche  a all’ m*aim&  senz’altro. 
La  potenza  di  2°  grado,  o seconda,  suol  chiamarsi  quadrato , 
quella  di  terzo,  terza , o cubo. 

E evidente  che  non  è lecito  nella  potenza  permutare  la  base 
coir esponente,  quando  questi  siano  disegnali,  per  es.  23  e 32  sono 
aumeri  differenti;  fa  sola  eccezione  la  potenza  24,  che  cor- 
risponde al  medesimo  numero  di  42. 

72. . Dalle  proprietà  del  n.  42  discendono  come  casi  par- 
ticolari le  seguenti: 

1°.  Due  potenze  corrispondono  allo  stesso  numero,  quando 
hanno  basi  eguali  ed  esponenti  eguali. 

2°.  Di  due  potenze  di  egual  base  intera  e diversa  da  uno,  corri- 
sponde a un  rumerò  maggiore , quella  che  ha  maggiore  esponente. 

3°.  Di  due  potenze  di  egual  grado  corrisponde  a un  numero 
maggiore,  quella  che  ha  base  maggiore. 

73.  Teorema  I.  — Il  prodotto  di  due  o più  potenze  di  egual 
base  è eguale  alla  potenza  della  medesima  base,  che  ha  per  espo- 
nente la  somma  degli  esponenti  dei  singoli  fattori. 

Infatti  se  si  ha  il  prodotto  am  . an  . av,  esso  potrà  eseguirsi 
facendo  un  prodotto  unico  con  tutti  quanti  i fattori  dei  pro- 
dotti da  moltiplicarsi  (n.  67).  Ma  tutti  questi  fattori  sono 
eguali  ad  a,  e poiché  di  questi  in  am  se  ne  hanno  m,  in  ac 
se  ne  hanno  n,  e p sono  in  «p,  resulteranno  fra  tutti  in  nu- 
mero di  m + n + p,  per  cui  è chiaro  che 

am.an.ap  = am+n+p. 
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74.  Teorema  IL  — Il  quoziente  che  si  ottiene  dividendo  una 
potenza  per  un’altra  di  egual  base,  e di  grado  minore,  è espresso 
dalla  potenza  della  stessa  base  che  ha  per  esponente  la  diffe- 
renza degli  esponenti  del  dividendo  e del  divisore. 

Si  vuol  dimostrare  che: 

am  : an  = am~n  ; 

e infatti,  pel  teorema  che  precede,  si  ha: 

am-n  m an  __  flm-u+n  _ a*n 

dunque  (n.  50)  am~n  è realmente  il  quoziente  di  am  per  an . 

75.  Teorema  III.  — La  potenza  di  un  prodotto  è eguale  al  pro~ 
dotto  delle  potenze  dello  stesso  grado  dei  singoli  fattori.  (Proprietà 
distributiva  della  potenza  rispetto  alla  motiplicazione). 

Si  vuol  dunque,  per  es.,  dimostrare  che: 

( a.b.c)m  = am.bm . cm. 

Infatti  per  definizione  è 

(a  . b . c)m  = (a  . b . e)  X (a  . b . c)  X . . . , 

dove  nel  secondo  membro  il  fattore  a . b . c comparisce 
m volte;  ma  pei  teoremi  dei  n.  64  e 67  si  avrà  ancora: 

(a  .b  . c)m=a.b.cy^a.b.c\...  = a.  a . ..b  .b  ...c  .c , 

e siccome  ciascuno  dei  fattori  a , b,  c comparirà  evidentemente 
tante  volte,  quante  volte  compariva  il  prodotto  da  essi  for- 
mato, cioè  m volte,  è chiaro  che  il  secondo  membro  dell’egua- 
glianza sarà  (n.  71)  eguale  ad  am  . bm  . cm , c.  v.  d. 

76.  Teorema  IY.  — La  potenza  di  un  quoziente  completo 
è eguale  al  quoziente  delle  potenze  dello  stesso  grado  del  divi- 
dendo e del  divisore.  (Proprietà  distributiva  della  potenza 
rispetto  alla  divisione). 

Supponiamo  che  a sia  divisibile  per  b e poniamo  ~r-  — q\ 
potremo  allora  scrivere:  0 ' 

ma  elevando  alla  potenza  wma  i due  membri  dell’eguaglianza, 
avremo  (n.  72,  la): 

flm  = (&X  ?)m,  Cioè  (n.  75)  : am  = X 2m, 
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e questa  relazione  prova  che 


come  era  da  dimostrarsi. 

77.  Teorema  V.  — La  potenza  di  una  potenza  è espressa 
dalla  potenza  della  stessa  base  che  ha  per  esponente  il  prodotto 
degli  esponenti  delle  due  potenze. 

È chiaro  infatti  che  (n.  73): 

/ \n  m+m-f-mf.... 

I «m  I = am  .am  .am = a ; 

essendo  n il  numero  dei  fattori  eguali  ad  am  ; ma  sarà  pari- 
mente n il  numero  degli  addendi  nella  somma:  m 
la  quale  corrisponderà  al  prodotto  mXn,  e perciò  resulterà* 
come  era  da  dimostrarsi, 

^ am  j = a- 

Il  teorema  evidentemente  si  estende  anche  al  caso  di  più 
potenze  successive:  si  ha  per  es. 

{M7- 


CAPITOLO  III. 

Numerazione  e pratica  delle  operazioni  aritmetiche. 

§ 1.  Della  numerazione  decimale 

E DEI  SISTEMI  DI  NUMERAZIONE. 

78.  Al  n.  17  abbiam  già  ricordato  i nomi  dei  primi  nove 
numeri  e i segni  che  li  rappresentano;  al  n.  30  abbiamo 
poi  detto  di  considerare  lo  zero  anch’esso  come  un  numero. 
Converremo  qui  di  chiamar  dieci  il  numero  9 -f  1 e di  indi- 
carlo provvisoriamente  colla  lettera  D. 

Definizioni.  — Chiameremo  unità  di  secondo  ordine 
il  dieci,  indicando  naturalmente  col  nome  di  primo 
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ordine  le  unità  di  cui  è somma;  unità  di  terzo  ordine 
la  somma  di  dieci  unità  di  secondo  ordine  e così  di 
seguito,  per  cui  in  generale  1*  unità  di  nmo  ordine  sarà 
la  somma  di  dieci  unità  di  (n — l)mo  ordine. 

È evidente  per  definizione  che  una  unità  di  terzo  ordine 
è eguale  a D X D = D2  unità  di  primo  ordine,  una  di  quarto 
è eguale  a D2  X D = D3  unità  di  primo  ordine,  e che  in  ge- 
nerale l’unità  di  nm0  ordine  è eguale  a Da_1  unità  di  primo 
ordine. 

79.  Teorema.  — Ogni  numero  può  essere  decomposto  nella 
somma  di  più  unità  dei  vari  ordini,  e,  se  di  ciascun  ordine  le 
unità  devono  essere  meno  di  dieci,  la  decomposizione  non  può 
farsi  che  in  una  sola  maniera. 

Sia  n un  numero  maggiore  di  D,  dividiamo  n per  D e 
sia  qt  il  quoziente  incompleto  e u il  resto;  sarà  (n.  58,  II) 

n — qt  . D + u 

e se  è qt  < D il  teorema  è dimostrato.  Se  invece  è gl>D 
dividiamo  ancora  qx  per  D e sia  q2  il  quoziente  e d il  resto; 
resulterà  ql  — q2 . D + d e quindi 

n = (q2 . D + d).  D + u — q2 . D2  + d . D + u. 

Questo  resultato  dimostrerebbe  ancora  il  teorema  se  fosse 
g2<D,  ma,  se  ciò  non  è,  indicato  con  q3  il  quoziente  della  divi- 
sione di  q2  per  D,  e con  c il  resto,  avremo  q2  = q3.D  + c e 
perciò 

n = (q3 . D + c) . D2  4-  d . D -f  u 
— qs . D3  -f  c . D“2  + d . D -f  u. 

Si  capisce  che  seguitando,  se  è il  caso,  a dividere  q3  per 
D,  e poi  il  nuovo  quoziente  sempre  per  D,  e via  di  seguito 
si  otterrà  per  n una  espressione  che  sarà  la  somma  di  ad- 
dendi tutti  della  forma  k . Ds  in  cui  è k < D,  e se  si  pensa 
che  il  procedimento  ha  certamente  termine  perchè  n è un 
numero  finito  e che  la  divisione  è una  operazione  che  dà  sem- 
pre un  unico  resultato,  si  conclude  che  il  teorema  è dimo- 
strato in  generale. 

Esso  dunque  ci  mostra  che  un  numero  n può  esser  sem- 
pre posto,  in  modo  unico  sotto  la  forma 

n = k . Dn  + h . Dn_1  4-...  + m.D3  + c.D2  + <^.D  + w 

dove  k , h ,. . . d,  u sono  numeri  inferiori  a dieci  non  escluso 
lo  zero. 
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E osserviamo  fin  da  ora  che  analoghi  resultati  si  otter- 
rebbero sostituendo  a D un  qualunque  altro  numero  maggiore 
deirunità. 

80.  Il  teorema  precedente  fornisce  il  modo  di  dar  nome 
ad  un  qualunque  numero,  coll’uso  di  poche  parole,  cioè  di 
stabilire,  come  si  dice  un  sistema  di  numerazione. 

Questo  sistema  sarà  da  dirsi  decimale,  e il  dieci  potrà 
chiamarsi  base  del  sistema. 

Infatti  dato  un  numero  e imaginandolo  decomposto  nelle 
sue  unità  dei  vari  ordini  (*)  basterà  dare  un  nome  a questi 
diversi  ordini  e poi , cominciando  dalle  unità  di  ordine  più 
elevato  enunciare  il  numero , sempre  minore  di  dieci , che  cor- 
risponda a ciascuno  di  questi  ordini  facendolo  seguire  dal  rela- 
tivo nome. 

I nomi  assegnati  sono,  come  è noto,  diecine , centinaia , mi- 
gliaia, diecine  di  migliaia , centinaia  di  migliaia , milioni,  diecine 
di  milioni,  centinaia  di  milioni,  bilioni  (o  miliardi),...  trilioni,... 
quadrilioni  ecc.  rispettivamente  per  le  unità  di  secondo,  terzo, 
quarto,  quinto,  sesto,  settimo,  ottavo,  nono,  decimo,...  tredi- 
cesimo... sedicesimo  ecc.  ordine. 

Per  es.  il  numero  corrispondente  alla  espressione 

9.D3  + S.D(i) 2  + l.D  + 6 

si  potrebbe  enunciare  dicendo  nove  migliaia,  tre  centinaia,  una 
diecina  e sei. 

Ma  è parimente  noto  che  in  italiano  si  fanno  le  modifi- 
cazioni seguenti. 

I.  Invece  di  una  diecina  si  dice  dieci,  e le  somme  di  una 
diecina  e unità  di  1°  ordine  invece  di  enunciarle  dicendo  dieci 
e uno,  dieci  e due  ecc.  si  enunciano  dicendo  undici , dodici , 
tredici , quattordici , quindici,  sedici,  diciassette,  diciotto,  dician- 
nove. 

II.  Per  le  collezioni  di  diecine  invece  di  dire  due  dieci, 
tre  dieci  ecc.  si  dice  venti,  trenta,  quaranta , cinquanta , ses- 
santa, settanta , ottanta,  novanta. 

III.  Invece  di  centinaia  si  dice  cento. 

IY.  Invece  di  migliaia  si  dice  mille  se  una,  mila  se  più. 

Y.  Dovendosi  considerare  centinaia,  diecine  e unità  di 
migliaia,  oppure  di  milioni,  o di  bilioni  ecc.  non  si  ripete 
sempre  la  parola  migliaia,  milioni  ecc.  ma  essa  si  enuncia 
soltanto  dopo  aver  detto  il  numero  di  centinaia,  diecine  e 
unità  di  migliaia  ecc.  che  si  considerano. 


(i)  E osserviamo  che  sarà  agevole  effettuare  anche  materialmente  questa  decomposi- 

zione operando  direttamente  sugli  elementi  della  grandezza  discreta  a cui  corrisponde  il 
numero,  col  togliere  prima  dieci  a dieci  questi  elementi,  e determinando  l’avanzo,  che  sa- 
ranno unità  di  primo  ordine,  poi  aggruppare  dieci  a dieci  le  collezioni  di  dieci  elementi 

già  ottenute  ecc.  ecc. 
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Con  queste  convenzioni  il  numero  che  corrisponde,  per  es., 
alla  espressione 

8.D8  + 6.D7  + 5.D5  + 2.D4  + 3.D2  + 2.D  + 4 

avrà  per  nome:  ottocentoséssanta  milioni , cinquecentoventimila , 
trecentoventiquattro. 

Con  ciò  è reso  possibile  di  enunciare,  fino  a quel  numero 
che  si  vuol  considerare,  per  ordine  i numeri  della  serie  na- 
turale. 

Definizione.  — L’operazione  per  cui  si  enunciano 
per  ordine  uno  dopo  l’altro  i nomi  dei  numeri  della 
serie  naturale  dicesi  contare. 

81.  Osserviamo  che  quanto  è detto  al  n.  80,  V corrisponde 
a considerare  i vari  ordini  di  unità  aggruppati  tre  a tre.  Questi 
aggruppamenti  diconsi  costituire  le  classi  del  numero  ; cia- 
scuna di  esse  prende  nome  da  quelle  delle  unità  di  minimo 
ordine  che  contiene  (per  cui  si  hanno  le  classi  delle  unità , 
delle  migliaia,  dei  milioni  ecc.)  e quindi  possiamo  più  breve- 
mente dire  che  il  nome  a ciascun  numero  si  dà  enunciando  il 
numero  minore  di  mille  delle  unità  di  ciascuna  classe  che  con- 
tiene, cominciando  dalle  'più  elevate  e facendo  seguire  il  nome 
della  classe. . 

82.  Passiamo  ora  alla  numerazione  scritta.  Le  cifre  0,  1,  2, 
3,  4,  5,  6, 7, 8, 9 bastano  per  rappresentare  in  cifre,  nel  sistema 
decimale,  un  qualunque  numero.  Basta  accettare  la  seguente 

Convenzione.  — Se  più  cifre  sono  scritte  di  seguitoyciascuna 
di  esse  rappresenta  unità  deir  ordine  che  corrisponde  al  numero 
che  segna  il  suo  posto  partendo  dalla  estrema  di  destra. 

Resulta  subito  che  il  dieci  che  indicavamo  con  D,  verrà 
espresso  dalla  scrittura  10  (che  va  d’accordo  colla  forma 
D = 1 . D + 0 che  può  darsi  a questo  numero)  il  cento  da  100, 
in  generale  Dn  dall’unità  seguita  da  n zeri;  che  per  es.  il 
numero 

8 . D5  + 7 . Ds  + 8, 

che  più  completamente  potrà  indicarsi  con 

8 . D5  + 0 . D4  + 7 . D8  + 0 . D2  + 0 . D + 8, 
verrà  espresso  da 

807008; 

e che  per  es.  la  scrittura  56708  si  leggerà  cinquantaseimila 
settecento  otto,  e corrisponderà  a 

5 . IO4  + 6 . IO3  + 7 . IO2  + 8 . 
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83.  Le  cifre  1, 2, 3 ....  9 sogliono  dirsi  cifre  significative,  lo 
zero  cifra  insignificativa. 

Quando  un  numero  è scritto  in  cifre  si  suole  anche  per 
ciascuna  di  esse  distinguere  il  valore  assoluto,  cioè  il  numero 
minore  di  dieci  che  per  convenzione  rappresenta,  dal  valore 
relativo,  cioè  il  numero  che  essa  esprime  tenuto  conto  del 
posto  che  essa  occupa  nel  numero;  cosi  per  es.  nel  numero 
38425  la  quarta  cifra,  a partire  dalle  unità  ha  il  valore  as- 
soluto 8,  e il  valore  relativo  8 migliaia,  cioè  8 X 1000  = 
8 X IO3  unità. 

Osserviamo,  giacché  sarà  utile  in  seguito,  che  se  un  nu- 
mero n termina  con  un  certo  numero  di  zeri , per  es.  m,  e con 
•a  indichiamo  il  numero  espresso  dalle  cifre  significative  si  avrà 

n = a X 10m. 

Infatti,  considerando  per  semplicità  un  caso  speciale,  e 
supponendo  di  avere  il  numero  825000,  è evidente  che 

825000  = 8 . IO5  + 2 . IO4  + 5 . IO3 

= (8 . IO2  4-  2 . 10  + 5)  X IO3  = 825  X IO3. 

Ed  è chiaro  ancora  che  se  del  numero  n chiamiamo  b il 
numero  espresso  dalle  sue  ultime  m cifre , e a quello  espresso 
dalle  rimanenti,  sarà 

n = a X 10m  + b. 

84.  Crediamo  superfluo  enunciare  le  regole  per  scrivere  i 
numeri  in  cifre,  e leggerli  quando  siano  scritti,  al  più  accen- 
neremo che  in  essi  le  classi  sono  rappresentate  da  terne  di  ci- 
fre, e piuttosto  osserveremo  che  da  quanto  precede  chiara- 
mente resulta  che: 

I.  Di  due  numeri  scritti  in  cifre  è maggiore  quello  che  ne 
ha  di  più;  e se  hanno  il  medesimo  numero  di  cifre,  è maggiore 
quello  in  cui  la  prima  cifra  diseguale  cominciando  da  sinistra 
è maggiore. 

II.  In  un  numero  sono  in  complesso  tante  unità  di  %in  dato 
ordine , quante  sono  in  complesso  le  unità  di  primo  ordine 
espresse  dal  numero  che  si  ottiene  sopprimendo  in  quello  dato 
le  cifre  corrispondenti  ad  unità  di  ordine  inferiore  a quelle 
che  si  considerano. 

Per  es.  in  482563  sono  482  migliaia,  48256  diecine  ecc. 

85.  Dall’osservazione  fatta  in  fine  del  n.  79  si  deduce  che 
infinito  è il  numero  dei  possibili  sistemi  di  numerazione;  in- 
fatti è arbitrario  il  numero  che  serve  di  base.  Per  enunciare 
i numeri  in  un  sistema  diverso  dal  decimale  occorre  l’intro- 
duzione nel  linguaggio  di  parole  nuove  per  dar  nome  alle 
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unità  dei  vari  ordini  ; per  rappresentarli  con  cifre  occorre 
l’introduzione  nella  scrittura  di  tanti  segni,  compreso  lo  zero, 
quante  sono  le, unità  della  base:  pei  sistemi  a base  minore 
del  10  potrebbero  servire  alcune  delle  cifre  già  in  uso,  per 
quelli  a base  maggiore  potrebbero  usarsi  oltre  quelle  delle 
lettere,  ma  fatte  le  necessarie  convenzioni  i problemi  di  scri- 
vere uno  stesso  numero  in  vari  sistemi,  di  calcolarlo  in  un 
sistema  quando  è scritto  in  un  altro  non  presentano  difficoltà 
di  sorta  (v.  degli  esempi  nella  raccolta  di  esercizi). 


§ 2.  Pratica  dell’addizione. 

86.  Supponiamo  al  lettore  perfettamente  note  le  regole 
pratiche  per  eseguire  le  operazioni  aritmetiche  e perciò  in 
questo  parag.  e nei  seguenti,  faremo  a meno  di  enunciarle  e ci 
limiteremo  a dimostrare  come  esse  siano  immediate  conse- 
guenze delle  proprietà  esposte  nelle  relative  teorie. 
Riguardo  all’addizione  conviene  considerare  tre  casi. 

1°  caso.  — Addizione  di  due  numeri  di  una  sola  cifra. 
Si  trova  la  somma  contando  (n.  80)  di  seguito  al  primo  ad- 
dendo le  unità  del  secondo. 

2°  caso.  — Addizione  di  un  numero  di  due  o più  cifre  con 
un  numero  di  una  sola,  cifra. 

Abbiasi  da  far  la  somma  7845  + 9;  si  avrà  (n.  83) 

7845  + 9 = 7840  + 5 + 9 (n.  24,  5*) 

= 7840  + 14  (n.  23) 

= 7840  + 10  + 4 

= 7800  + 40  + 10  + 4 (n.  23) 

= 7800  + 50  + 4 = 7854 

e questi  sono^sippunto  i passaggi  che  mentalmente  si  fanno 
neli’eseguire  ì’addizione. 

3°  caso.  — Addizione  di  più  nuifieri  di  più  cifre. 
Abbiasi  la  somma 

s = 8968  + 5624  + 729 

si  ha  (n.  24) 

5 = 8960  + 3 + 5620  + 4 + 720  + 9 (n.  23) 

= 8960  + 5620  + 720  + (3  + 4 + 9)  (n.  23) 

= 8960  + 5620  + 720  + 16  (n.  24) 

= 8960  + 5620  + 720  +10  + 6. 

Questo  resultato  mostra  che  la  cifra  delle  unità  della  somma 
è la  cifra  delle  unità  della  somma  delle  cifre  che  negli  addendi 

Testi,  Corso  di  matematiche.  Voi.  I.  — 4 
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esprimono  le  unità , e che  le  diecine  contenute  nella  nomina 
sono  date  da 

896  + 562  + 72  + 1, 

per  cui,  applicando  a questa  somma  il  resultato  precedente, 
e così  di  seguito,  si  ritrova  la  nota  regola  pratica. 

87.  Definizione.  — Dicesi  prova  di  una  operazione 
una  seconda  operazione,  che  possa  servire  a scoprire 
un  errore  commesso  nella  prima. 

È ovvio  come  non  possa  esistere  prova  che  dia  la  certezza 
dell’assenza  di  errori  in  una  operazione  già  eseguita. 

La  prova  dell’addizione  si  effettua  in  vari  modi,  noti  al 
lettore,  sfruttando  o la  proprietà  commutativa,  o quella  del 
n.  29. 

§ 3.  Pratica  della  sottrazione. 

88.  Anche  per  la  sottrazione  conviene  distinguere  tre  casi. 
1°  caso.  — Sottrazione  di  un  numero  di  una  cifra  da  un 

altro  qualunque. 

Si  trova  la  differenza  contando  in  dietro  dopo  il  minuendo 
le  unità  dal  sottraendo,  ciò  che  equivale  a togliere  dal  primo 
una  per  volta  le  unità  del  secondo  (n.  34). 

2°  caso.  — Sottrazione  di  due  numeri  di  più  cifre,  essendo 
le  cifre  del  primo  tutte  maggiori  di  quelle  dello  stesso  ordine  del 
secondo 

Si  abbia  8795  — 3423;  resulta 

8795—3423 = 8000 +700+90+5— (3000+400+20+3)  (n.  37) 

=(8000-3000)  + (700-400)  + (90-20)  + (5-3) 

=(8— 3).10*  + (7— 4),10!  + (9— 2).10+(5— 3) 

=5.10*  + 3.10* + 7.10  + 2 = 5372, 

resultato  che  è d’accordo  colla  regola  pratica.. 

3°  qaso.  — Sottrazione  di  due  numeri  di  più  cifre , essendo 
alcune  cifre  del  primo  minori  di  quelle  del  medesimo  ordine  del 
secondo. 

' Abbiasi  la  differenza  835  — 591  ; resulta 

835  - 591  = 800  + 30  + 5 - (500  + 90  + 1) 

= 700  + 130  + 5 - (500  + 90  + 1) 

= (700  - 500)  + (130  - 90)  + (5  - 1) 

= (7  - 5) . IO5  + (13  - 9) . 10  + 5 - 1 
= 2 . 10*  + 4 . 10  + 4 = 244 

e in  questi  resultati  si  ritrova  la  regola  pratica. 
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89.  La  prova  della  sottrazione  si  fa  applicando  la  rela- 
zione del  n.  30,  ricordando  cioè  che  èd  = a — b,seb  + d = a. 


§ 4.  Pratica  della  moltiplicazione. 

90.  Intanto  le  osservazioni  del  n.  83  provano  che,  per  avere 
il  prodotto  di  un  qualunque  numero  per  una  potenza  del  IO, 
basta  alla  destra  del  moltiplicando  scrivere  tanti  zeri,  quanti  ne  ha 
il  moltiplicatore.  Ma  consideriamo  i vari  casi  che  posson  darsi. 
1°  caso.  — Moltiplicazione  di  due  numeri  di  una  cifra. 
Si  trova  il  prodotto  per  via  di  somma  applicando  la  de- 
finizione. Tutti  i casi  possibili  si  trovano  raccolti  nella  tavola 
di  Pitagora,  Fuso  della  quale  è certamente  noto  al  lettore. 

2°  caso.  — Moltiplicazione  di  un  numero  di  più  cifre  per 
un  altro  di  una  cifra  sola. 

Abbiasi  per  es.  il  prodotto  2483  X 7. 

Siccome  abbiamo 

2483  X 7 = (2480  + 3)  X 7 (n.  43) 

= 2480  X 7 + 21 
= 248X7X  10  + 20  + 1 

si  vede  che  la  cifra  delle  unità  del  prodotto  è appunto  la  cifra 
delle  unità  di  quello  che  si  ottiene  moltiplicando  pel  moltipli- 
catore la  cifra  delle  unità  del  moltiplicando,  e siccome  è anche 

248  X 7 X 10  + 20  = ( (240  + 8)  X 7 + 2}  X 10 
= {240  X 7 + 56  + 2 } X 10 

apparisce  che  per  aver  quella  delle  diecine  bisogna  moltipli- 
care la  cifra  delle  diecine  del  moltiplicando  pel  moltiplicatore, 
aggiungere  le  diecine  del  prodotto  precedente,  e tener  conto 
dell’ultima  cifra  della  somma,  e dunque  analogamente  segui- 
tando si  ritorna  alla  regola  pratica. 

3°  caso.  — Moltiplicazione  di  due  numeri  qualunque. 
Abbiasi  per  es.  7548  X 286: 

Possiamo  scrivere 

7548X286  = 7548  X (2  . IO2  + 8 . 10  + 6) 

= 7548  X (6  + 8 . 10  + 2 . IO2)  ; 

ora  per  la  proprietà  distributiva,  la  regola  del  2°  caso,  e 
l’osservazione  fatta  in  principio  di  questo  paragrafo,  si  ha 

7548  X 286  = 7548  X 6 + 7548  X 8 X 10  + 7548  X 2 X IO2 
= 45288 

+ 603840 

+ 1509600  = 2158728, 
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e così  (eccetto  gli  zeri  che  seguono  i due  ultimi  addendi,  e 
che  possono  omettersi)  ritroviamo  i calcoli  che  in  pratica  si 
fanno  per  avere  il  prodotto. 

Merita  di  essere  considerato  il  caso  speciale  in  cui  ambedue 
i fattori  terminano  con  zeri.  L’esempio  che  segue  mostra  il 
modo  più  semplice  di  operare: 

87000  X 400  = 87  X IO3  X 4 X IO2 
= 87  X 4 X IO6 
= 34800000. 

91.  La  potenza  wma  non  può  calcolarsi  altro  che  effettuando 
le  n — 1 moltiplicazioni  che  per  definizione  vi  corrispondono. 

92.  Si  fa  la  prova  della  moltiplicazione  col  rifare  il  cal- 
colo permutando  i fattori  e confrontando  i resultati  (n.  42,  4a). 

93.  Teorema.  — Il  prodotto  di  due  numeri  interi  ha  tante 
cifre,  quante  ne  hanno  i due  fattori  insieme,  o una  di  meno. 

Sia  a il  moltiplicando  b il  moltiplicatore,  e abbiano  m cifre 
il  primo,  n il  secondo.  Il  minimo  numero  di  n cifre  è 10n_1, 
il  minimo  di  n 4-  1 e 10n,  perciò  è chiaro  che 

IO11-1  < b < 10n 

e dunque  (il.  42,  ,2a) 

a . IO11'1  < a . b < a . 10n 

e siccome  (n.  90)  a . 10n_1  ha  m -f  n — 1 cifre,  e a . 10n  ne 
lia  m + nì  il  teorema  è dimostrato. 


§ 5.  Pratica  della  divisione. 

94.  Intanto  l’osservazione  II  del  n.  84  insegna  a dividere 
un  intero  per  una  potenza  del  10:  per  es.  873562  diviso 
per  1000,  dà  873  per  quoziente  incompleto  e 562  di  resto; 
ma  consideriamo  i vari  casi  possibili  relativi  alla  divisione. 

1°  caso.  — Divisione  in  cui  divisore  e quoziente  abbiano 
una  sola  cifra. 

Se  ha  una  cifra  il  divisore  ne  avrà  una  sola  il  quoziente 
solo  quando  il  dividendo  sia  minore  del  prodotto  del  divisore 
per  10;  se  questa  condizione  è soddisfatta  quoziente  e resto 
si  determinano  col  procedimento  accennato  al  n.  50  o,  più 
brevemente,  per  tentativi  applicando  i resultati  dei  casi  più 
semplici  della  moltiplicazione  (n.  90,  1°  caso). 

2°  caso.  — Divisione  di  un  numero  di  più  cifre  per  un  nu- 
mero di  una  cifra  sola. 
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Nel  caso,  affatto  speciale,  come  è,  per  es.  quello  di 
684:2, 

in  cui  tutte  le  cifre  del  dividendo  corrispondono  a numeri 
divisibili  pel  divisore,  il  teorema  del  n.  53,  ci  dà  il  modo  di 
calcolare  subito  il  quoziente. 

Si  avrà  infatti: 

684  _ 600  + 80  + 4 
2 2 

e quindi  pel  teorema  citato  si  avrà: 


684 

2 


600 
: 2 


+ ~2+2  ' 


6,10*  8.10  4 . ... 

: 2 ^ 2 ^ 2"  (n*  ^ 

= 3 . IO2  + 4 . 10  + 2 

e il  quoziente  sarà  342. 

Questo  resultato  ci  consiglia  di  tentare  di  ridurre  ogni 
altro  caso  al  precedente. 

Abbiasi  per  es.  da  dividere  il  numero  56932  per  9. 
Decomponendo  il  numero  dato  nelle  sue  unità  di  vari  or- 
dini, così:  50000  + 6000  + 900  + 30  + 2,  gli  addendi  non  sono, 
in  generale,  divisibili  per  9.  Nemmeno  scrivendo 

56000  + 900  + 30  + 2 

la  condizione  voluta  è soddisfatta.  Ma  ora,  poiché  56  diviso 
per  9 dà  6 di  quoziente,  e 2 di  resto,  si  può  scrivere 

56  = 6 X 9 + 2 = 54  + 2, 

e moltiplicando  i due  membri  dell’eguaglianza  per  1000: 
56000  ==  54000  + 2000, 
e quindi  la  somma  precedente  diverrà: 

54000  + 2000  + 900  + 30  + 2, 

cioè  : 

54000  + 2900  + 30  + 2; 


e pel  primo  addendo  la  condizione  accennata  è soddisfatta. 
Analogamente,  siccome  29  — 9 X 3'  + 2 = 27  + 2 (eguaglianza 
che  resulta  dividendo  29  per  3)  si  avrà  che  la  somma  data 
si  trasformerà  nell’altra: 


54000  + 2700  + 230  + 2, 

e,  poiché  23  = 9 X 2 + 5 — 18  + 5,  anche  nell’altra: 
54000  + 2700  + 180  + 52;  . 

e infine,  essendo  52  — 9 X 5 + 7 = 45  + 7,  nell’ultima  : 
54000  + 2700  + 180  + 45  + 7. 
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Sarà  allora: 

56932  54000  + 2700  + 180  + 45  + 7 . 

9 9 

e siccome  è 7 < 9,  il  quoziente  cercato  si  avrà  dalla  divi- 
sione della  somma  dei  primi  quattro  addendi  per  9,  sarà  cioè 

(n.  60) 

54000  + 2700  + 180  4-  45 
9 

54000  2700  180  45 

“ 9 + 9 + 9 • 9 

= 6000  + 300  + 20  + 5 = 6325, 
e 7 sarà  il  resto. 

Se  osserviamo  ora  che  applicando  il  processo  che  precede 
i successivi  quozienti  parziali  che  si  ottengono  corrispondono 
alle  cifre  del  quoziente  cercato  ; che  per  aver  questi  quozienti 
basterà  nella  pratica  tener  conto  via  via  delle  sole  cifre  si- 
gnificative dei  rispettivi  dividendi  (n.  90)  ; e che  infine  questi 
dividendi  stessi  si  formano  coll’eseguire  delle  divisioni  che 
si  riferiscono  al  primo  caso,  e col  tralasciare  i resti  che  tra- 
sformati in  unità  d’ordine  inferiore  vengono  a far  parte  del 
dividendo  successivo,  rimane  dimostrata  la  regola  che  si  segue 
in  pratica. 

95.  3°  caso.  — Divisione  di  due  numeri  di  più  cifre  essendo 
il  quoziente  di  una  cifra  sola. 

Abbiasi  per  es.  da  dividere  il  numero  3875  per  748;  il  quo- 
ziente avrà  certamente  una  cifra,  perchè  il  dividendo  è in- 
feriore al  prodotto  del  divisore  per  10.  È chiaro  che  il  quo- 
ziente potrà  calcolarsi  con  uno  qualunque  dei  metodi  indicati 
al  1°  caso  (n.  94);  e applicando  l’ultimo  metodo  il  numero 
dei  tentativi  da  farsi  per  trovare  il  quoziente  non  potrà  mai 
superare  il  9.  Ma  il  numero  dei  tentativi  potrà  anche  divenir 
minore  in  forza  del  teorema  che  segue  e di  alcune  conside- 
razioni che  faremo  in  seguito. 

Teorema.  — Il  quoziente  incompleto  della  divisione  di  due 
numeri  non  supera  quello  che  si  ottiene  dividendo  per  la  cifra 
di  ordine  massimo  del  divisore  il  numero , che  nel  dividendo 
esprime  unità  del  medesimo  ordine. 

Dobbiamo  dunque  dimostrare,  riferendoci  all’esempio  che 
precede,  che  il  quoziente  incompleto  della  divisione  dei  nu- 
meri: 3975  e 748  non  supera  quello  degli  altri  due:  39  e 7. 
Se  indichiamo  con  q il  quoziente  e r il  resto  della  divisione 
dei  numeri  primitivi,  dall’eguaglianza 

3975  = 748  X q + r, 
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che  si  può  scrivere 

3975  = (700  + 48)  X 2 + n 

cioè  (n.  43). 

8975  = 700  Xq  + 48  Xq  + r, 

si  deduce  che  il  quoziente  incompleto  della  divisione  dei  nu- 
meri 8975  e 700  non  può  essere  minore  di  q : giacché  sarà 
eguale  a q (n.  59),  quando  sia  48  X q + r inferiore  a 700, 
e maggiore  di  q , almeno  di  una  unità,  quando  48X?  + r 
sia  eguale  a 700,  o lo  superi. 

Ma  questo  quoziente  incompleto  (cioè  quello  di  3975 : 700) 
è eguale  a quello  di  3900:700,  oppure  di  (n.  56)  39:  7. 

E ciò  è chiaro,  perchè  se  q e r sono  il  quoziente  e il  resto 
di  quest' ultima  divisione,  sarà  r X 100  il  resto  della  prece- 
dente (n.  61)  e quindi  la  differenza  fra  3975  e il  prodotto 
di  700  per  q sarà 

/ X 100  + 75, 

numero  che  è inferiore  a 700,  perchè  r è minore  di  7.  Il  teo- 
rema resulta  così  dimostrato. 

Questo  teorema  fa  vedere,  come,  con  una  divisione  che 
corrisponde  al  1°  caso,  si  possa  subito  trovare  un  numero  che 
non  è inferiore  al  quoziente  cercato.  Per  essere  certi  che  non 
lo  superi  potremmo  moltiplicare  questo  numero  pel  divisore 
e,  quando  il  prodotto  non  superasse  il  dividendo,  quel  mede- 
simo numero  sarebbe  il  quoziente;  quando  invece  lo  superasse 
si  potrebbe  provare  il  numero  inferiore  di  una  unità,  e se- 
guitando nelle  prove,  se  occorre,  determinare  il  quoziente. 

96.  Ma  si  possono  risparmiare  anche  queste  moltiplica- 
zioni. 

Torniamo  infatti  al  precedente  esempio.  Eseguendo  la  di- 
visione si  hà  q'  = 5 e rr  — 4,  e perciò  475  è la  differenza  del 
dividendo  3975  e del  prodotto  700  X 5.  È chiaro  che  se  la 
parte  rimanente  del  divisore  dato,  cioè  48,  moltiplicata  per  5, 
non  supera  475,  il  numero  5 stesso  sarà  il  quoziente.  Infatti 
in  tal  caso  si  avrà 

3975  > 700  X 5 + 48  X 5 

cioè  (n.  43) 

3975  > 748  X 5, 

e sappiamo  già  che  il  quoziente  non  può  essere  maggiore  di  5. 

Ma  per  verificare  se  la  condizione  ora  accennata  è sod- 
disfatta, basta  dividere  475  per  48,  e per  trovare  il  quoziente 
di  questa  divisione,  pel  teorema  ora  dimostrato,  dividere  47 
per  4.  Basterebbe  evidentemente  che  il  quoziente  fosse  5,  in- 
vece ne  è maggiore:  tanto  meglio;  ciò  non  toglie  la  possi- 
bilità di  continuare  la  verifica.  Applicando  il  medesimo  me- 
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todo  si  vede,  poiché  47  — 4 X 5 = 27,  che  occorre  dividere  275 
per  8,  e 8 è contenuto  in  275  a esuberanza. 

97.  L’esempio  ora  dato  ci  fa  però  nascere  il  dubbio  che, 
in  certi  casi  almeno,  alcuni  dei  tentativi  accennati  al  n.  pre- 
cedente siano  superflui.  Ed  è così  infatti,  giacché  si  dimo- 
stra che: 

Quando  nella  divisione  parziale  che  si  eseguisce  per  trovare 
il  quoziente , o nelle  successive  che  hanno  per  iscopo  di  provare 
la  cifra  ottenuta,  si  ottiene  un  resto  eguale  o maggiore  di  questa, 
la  cifra  stessa  è il  quoziente  cercato, 

e perciò  in  tal  caso  si  può  desistere  da  ogni  verifica. 

E infatti  se  d è la  cifra  che,  per  le  divisioni  eseguite, 
dovrebbe  rappresentare  il  quoziente,  e se  il  numero  ottenuto 
moltiplicando  per  d la  cifra  del  divisore  rispetto  a cui  si  fa 
la  verifica,  differisce  dall’altro  che  è stato  diviso  per  effet- 
tuare la  verifica  stessa  (si  tratti  pure  della  prima  divisione 
parziale  o di  una  delle  successive)  almeno  di  d unità,  l’altro 
numero  ottenuto  invaginando  scritta  alla  destra  di  d la  cifra 
seguente  del  dividendo,  conterrà  d almeno  10  volte  (e  perciò 
anche  d volte,  essendo  d < 10),  e il  resto  ottenuto  togliendo 
da  quel  numero  il  prodotto  per  d della  cifra  seguente  del 
divisore  sarà  necessariamente  maggiore  di  d,  e quindi  ciò 
dovrà  accadere  anche  per  le  verifiche  successive,  e d sarà 
realmente  il  quoziente  incompleto  cercato. 

Per  avere  poi  il  resto  (che  resulterebbe  anche  dal  portare 
a fine  le  accennate  verifiche),  si  potrebbe  togliere  dal  divi- 
dendo il  prodotto  del  divisore  pel  quoziente  incompleto,  ma 
si  può  anche  eseguire  la  sottrazione  nel  medesimo  tempo  che 
si  fa  la  moltiplicazione.  E per  far  ciò  basterà  togliere  il  pro- 
dotto del  quoziente  per  la  cifra  delle  unità  del  divisore  dal 
minor  numero  maggiore  di  questo  prodotto  che  termini  colla 
cifra  delle  unità  del  dividendo  ; moltiplicare  poi  la  cifra  delle 
diecine  del  divisore  per  il  quoziente,  aggiungere  al  prodotto 
la  cifra  delle  diecine  del  minuendo  precedente,  e togliere  la 
somma  dal  minor  numero  maggiore  di  essa  che  termini  colla 
cifra  delle  diecine  del  dividendo,  e così  di  seguito.  E questo 
processo  si  giustifica  pensando  che  la  differenza  di  due  nu- 
meri rimane  inalterata  aggiungendo  numeri  eguali  al  mi- 
nuendo e al  sottraendo  (n.  40). 

98.  4°  caso.  — Divisione  di  due  numeri  di  più  cifre , il  quo- 
ziente essendo  parimenti  di  più  cifre. 

La  regola  è in  questo  caso  una  conseguenza  di  quelle  sta- 
bilite nei  casi  precedenti.  Essa  è perfettamente  analoga  a 
quella  del  2°  caso:  ne  differisce  però  in  questo:  che  mentre 
in  quello  il  calcolo  si  scindeva  in  più  operazioni  parziali  che 
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si  riferivano  al  1°  caso,  qui  invece  le  operazioni  parziali  si 
riferiscono  al  3°.  La  dimostrazione  potrebbe  esser  condotta 
in  modo  identico  a quello  del  2°  caso,  giacche  anche  qui  si 
viene  a decomporre  il  dividendo  in  parti,  corrispondenti  a 
unità  degli  ordini  successivi,  divisibili  pel  divisore,  le  quali 
danno  coi  quozienti  parziali  le  cifre  del  quoziente  cercato,  e 
l’ultima  delle  quali,  perchè  resulta  minore  del  divisore,  è il 
resto  dell’operazione. 

Può  darsi  un  caso  speciale,  e che  cioè  un  qualche  divi- 
dendo parziale,  dopo  il  primo,  sia  inferiore  al  divisore.  È 
chiaro  allora  che  la  corrispondente  cifra  del  quoziente  dovrà 
essere  zero,  e che  il  dividendo  parziale  successivo  si  avrà 
subito  scrivendo  alla  destra  del  precedente  la  cifra  che  segue 
nel  dividendo. 

99.  La  prova  della  divisione  si  fa  applicando  la  proprietà 
del  n.  58,  II;  verificando  cioè  se  aggiungendo  al  prodotto  del 
divisore  pel  quoziente  il  resto  si  ha  per  sordina  il  dividendo. 

Essa  può  farsi  anche  togliendo  dal  dividendo  il  resto,  e 
dividendo  poi  la  differenza  per  il  quoziente:  il  resultato  deve 
essere  eguale  al  divisore.  Infatti  da  a = b . q + r,  si  deduce 
a — r = b . q,  e dunque  b — {a  — r)  : q. 

100.  Teorema.  — U quoziente  della  divisione  di  due  nu- 
meri interi  ha  tante  cifre , quante  il  dividendo  ne  ha  più  del 
divisore,  o una  di  più. 


Questa  proprietà  resulta  dalle  cose  già  dette.  Difatti  il 
numero  delle  cifre  del  quoziente  è dato  dal  numero  dei  di- 
videndi parziali  che  si  formano  eseguendo  il  calcolo,  e perciò, 
siccome  il  primo  di  questi  ha  tante  cifre  quante  sono  le  cifre 
del  dividendo  o una  di  più  e gli  altri  son  tanti,  quante  sono 
le  cifre  del  dividendo  che  vengono  dopo  il  primo  dividendo 
parziale,  si  ha  nel  primo  caso  che,  se  m è il  numero  delle 
cifre  del  dividendo,  e n quello  delle  cifre  del  divisore,  il  primo 
dividendo  parziale  ha  n cifre,  e quindi  le  rimanenti  sono  in 
numero  di  m — n,  perciò  i dividendi  parziali,  cioè  le  cifre  del 
quoziente,  sono  in  numero  di 

1 4-  m — n,  cioè  m — n + 1. 


E nel  secondo,  se  le  cifre  del  primo  dividendo  parziale  sono 
n + 1,  per  cui  le  rimanenti  sono  m — (n  + l)  = m — n — 1, 
i dividendi  parziali,  ossia  le  cifre  del  quoziente,  sono  in  nu- 
mero di 

( m — n — 1)  + 1, 

cioè 

m — n — 1 + 1,  ossia  m — n. 


Il  teorema  è dunque  dimostrato. 
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CAPITOLO  IV. 

Divisibilità  dei  numeri  interi. 


§ 1.  Teoremi  relativi  alla  divisibilità. 


101.  Riportiamo  completandole  alcune  definizioni  già  date 
(n.  42,  52). 

Definizioni.  — Se  la  divisione  di  un  numero  per  un 
secondo  è possibile,  cioè  non  dà  resto,  si  dice  che 
il  primo  numero  è divisibile  per  il  secondo,  o che  è 
multiplo  di  questo;  e il  secondo  numero  si  dice  sot- 
tomultiplo, fattore,  divisore,  parte  aliquota  del  primo, 
o ancora  che  divide  il  primo. 

Se  più  numeri  sono  tutti  divisibili  per  un  altro, 
quest’altro  si  chiama  un  loro  divisor  comune  ; e se  un 
numero  è divisibile  per  più  altri,  questo  numero  si 
dice  multiplo  comune  degli  altri. 

102.  Dai  teoremi  dei  n.  68,  69  resultano  gli  altri  due  se- 
guenti : 

Teorema  I.  — TJn  prodotto  è divisibile  per  ciascuno  dei  suoi 
fattori,  e pel  prodotto  di  alcuni  di  essi. 

Teorema  IL  — Se  un  numero  divide  un  fattore  di  un  pro- 
dotto, divide  anche  il  prodotto. 

103.  Teorema  III.  — Se  più  numeri  si  dividono  per  un 
nitro,  la  somma  dei  numeri  dati  e la  somma  dei  resti  ottenuti 
nelle  divisioni,  divise  per  quest’altro  numero,  dànno  resti  eguali . 

Abbiansi  i numeri  a,  b,  c che  divisi  per  un  altro  numero  m 
diano  rispettivamente  i quozienti  q,  q',  q'  e i resti  r,  r\  r"; 
siccome  allora  si  avrà  (n.  58,  II): 
a = m . q + r, 
b = m . q + r , 
c = m . q"  + r", 

sommando  fra  loro  i primi  membri  delle  eguaglianze  e fra 
loro  i secondi,  dovrà  aversi  (n.  21,  1°)  : 

a + b + c = m.q-\-r-\-  m .q  + r + m .q”  + r"; 
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e ponendo  negli  addendi  che  contengono  il  fattore  m,  questo 
fattore  in  evidenza  (n.  49),  l’eguaglianza  precedente  diverrà: 

a + 6 + c = ro.(g  + g'  + q")  + {r  + r'  + r”). 

È chiaro  allora  che  il  resto  che  si  avrà  dividendo  per  m 
la  somma  a + ò + c,  sarà  quello  stesso  che  si  otterrà  divi- 
dendo per  m la  somma  del  2°  membro,  e,  siccome  il  primo 
addendo  di  questa  è divisibile  per  m,  il  resto  sarà  quello  che  si 
otterrà  dalla  divisione  per  m dell’altro  addendo  r-\-r'  -\-r" 
(n.  60)  e il  teorema  è dimostrato. 

104.  Quando  tutti  gli  addendi  della  somma  siano  divisibili 
per  m,  è zero  la  somma  dei  resti,  e perciò,  come  caso  parti- 
colare del  precedente,  si  ha  il 

Teorema  IY.  — Se  più  numeri  sono  divisibili  per  un  altro, 
la  somma  di  quei  numeri  è divisibile  per  questi  altro, 

il  quale  si  poteva  anche  immediatamente  derivare  da 
quello  del  n.  53. 

105.  Dall’ultimo  teorema  dimostrato  poi,  se  supponiamo 
eguali  tutti  gli  addendi  della  somma,  poiché  allora  la  somma 
stessa  è un  multiplo  di  ciascuno  addendo,  si  deduce  il 

Teorema  Y.  — Qualunque  numero  che  divide  un  altro , di- 
vide anche  i multipli  di  quest’altro ; 

teorema  in  sostanza  identico  a quello  del  n.  102,  II. 

106.  Se  poi  pensiamo  che  le  potenze  di  un  numero  sono 
multipli  speciali  di  questo  numero,  resulta  il 

Teorema  YI.  — Qualunque  numero  che  divide  un  altro,  di- 
vide anche  tutte  le  potenze  di  questi  altro. 

1 07.  Teorema  VII.  — Se  due  numeri  divisi  per  un  terzo 
danno  resti  eguali , la  differenza  dei  due  primi  numeri  è divi- 
sibile per  il  terzo. 

Abbiansi  i numeri  a e b (a  > b)  che  divisi  per  un  altro  m 
diano  i quozienti  q e q (e  sarà'  certo  g > q)  e ambedue  lo 
stesso  resto,  che  chiameremo  r.  Avremo  allora  le  eguaglianze: 
a = m .q  + r, 
b = m . q + r, 

e sottraendo  dai  membri  della  prima  i corrispondenti  della 
seconda  avremo  (n.  32,  1°) 

a — b = m . q + r — {m  . qr  + r), 
e ricordando  che  il  resto  di  due  somme  (n.  37)  si  può  avere 
facendo  la  somma  dei  resti  che  si  ottengono  togliendo  ri- 
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spettivamente  dai  termini  della  prima  quelli  della  seconda, 
resulterà 

a — b = m . q — m .q-\-r  — r, 

e.  osservando  che  r ■ — r — 0,  e ponendo  m in  evidenza  (n.  49) 
si  ha: 

a — b = m X {q  — q), 

eguaglianza  che  dimostra  il  teorema  (n.  102,  I). 

108.  Inversamente,  abbiamo: 

Teorema  Vili.  — Se  la  differenza  di  due  numeri  è mul- 
tipla di  un  terzo,  i due  numeri  stessi , divisi  per  questo  terzo 
numero , dànno  resti  eguali. 

' E infatti  se  la  differenza  dei  numeri  a e b {a  > b),  che 
chiameremo  d,  è multipla  di  un  altro  numero  m,  siccome 
sarà  (n.  80) 

a — b -f-  d, 

è chiaro  (n.  60)  che  a e b divisi  per  m daranno  resti  eguali. 

109.  Dal  primo  dei  due  ultimi  teoremi  dimostrati,  se  suppo- 
niamo a e b divisibili  per  m , per  cui  si  ha  r = 0,  si  ricava  il 

Teorema  IX.  — Quando  due  numeri  sono  divisibili  per  un 
terzo,  la  differenza  loro  è divisibile  per  questo  terzo  numero; 

il  quale  si  poteva  anche  immediatamente  derivare  da 
quello  del  n.  54. 

110.  Teorema  X.  — Se  due  o più  numeri  si  dividono  per 
un  altro,  il  prodotto  dei  numeri  dati,  e quello  dei  resti  ottenuti 
nelle  divisioni,  dànno,  divisi  per  quest7 altro  numero,  resti  eguali. 

Il  teorema  potrebbe  dimostrarsi  in  modo  analogo  a quello 
del  n.  103  moltiplicando  membro  a membro  le  eguaglianze 
che  nascono  dalle  divisioni  dei  singoli  fattori  per  il  numero 
che  si  considera,  osservando  che  nel  prodotto  delle  somme  che 
verrebbero  a figurare  nel  secondo  membro,  soltanto  l’ultimo 
prodotto  parziale,  corrispondente  appunto  al  prodotto  dei  sin- 
goli resti,  mancherebbe  del  fattore  eguale  al  divisore,  il  quale 
comparirebbe  di  necessità  una  o più  volte  nei  prodotti  parziali 
precedenti,  e applicando  poi  la  conclusione  del  n.  60.  Ma 
si  può  dimostrare  più  semplicemente  osservando  che  il  resto 
della  divisione  del  prodotto  per  quel  numero  non  muta,  se  a uno 
qualunque  dei  fattori  si  sostituisce  il  resto  della  divisione  di  esso 
per  il  numero  stesso. 

E infatti  se  a , b , c,  d sono  i numeri,  e si  divide  per  es. 
b per  il  numero  m,  e si  chiamano  q il  quoziente  incompleto 
ed  r il  resto  di  essa  divisione,  essendo  al  solito 
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b — m . q -J-  r, 

si  avrà 

abcd  — acdb  = acd . (m . q -f-  r) 

— acdmq  + acdr, 

e quindi,  resultando  il  prodotto  acdmq  la  differenza  fra  abcd 
e acdr , ed  essendo  questo  prodotto  acdmq  divisibile  per  m, 
si  conclude  che  realmente  i due  prodotti  (n.  108)  abcd  e acdr 
danno,  divisi  per  m , il  medesimo  resto. 

E osservando  ora  che  la  sostituzione  fatta  per  il  fattore  b, 
può  essere  ripetuta  successivamente  per  tutti  gli  altri  fat- 
tori, qualunque  sia  il  loro  numero,  la  conclusione  del  teo- 
rema apparisce  evidente. 

I IS.  Da  alcuni  dei  teoremi  precedenti  discendono  poi,  come 
casi  particolari,  i due  seguenti: 

Teorema  XI.  — Se  un  numero  divide  due  altri  numeri , esso 
divide  anche  il  resto  della  loro  divisione. 

E infatti  se  a diviso  per  b,  dà  q di  quoziente  e r di  resto, 
essendo  per  la  definizione  stessa  di  resto: 

r = a — b X q, 

ogni  numero  che  divida  a e b,  e che  quindi  dovrà  dividere 
pure  b X q (n.  105)  dovrà  dividere  anche  r (n.  109). 

112.  Teorema  XII.  — Se  avendo  eseguita  una  divisione  si 
trova  che  il  divisore  e il  resto  sono  divisibili  per  un  certo  nu- 
mero, quel  numero  dovrà  dividere  anche  il  dividendo. 

Infatti  se  a diviso  per  b dà  q per  quoziente  e r di  resto, 
siccome  abbiamo 

a = b X q + r, 

ogni  numero  che  divida  b , ragione  per  cui  divide  anche  b X q, 
e r,  dovrà  dividere  la  loro  somma  cioè  a (n.  104). 

Si  può  osservare  che  da  questi  due  ultimi  teoremi  si  de- 
duce che 

Le  due  coppie  di  numeri  dividendo  e divisore , divisore  e resto 
hanno  i medesimi  divisori  cornimi. 


§ 2.  Criteri  di  divisibilità. 

113.  In  generale  per  giudicare  se  un  numero  è divisibile 
o no  per  un  altro,  conviene  effettuare  la  divisione  del  mag- 
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giore  pel  minore;  ma,  quando  quest’ultimo  sia  uno  dei  nu- 
meri 2,  3,  4,  5,  7,  8,  9,  11,  25,  125  non  occorre  far  la  divi- 
sione, giacché  facilmente  si  possono  rintracciare  i caratteri 
che  devono  spettare  a un  numero  perchè  sia  divisibile  per 
uno  dei  precedenti.  Dimostreremo  ora  alcune  proprietà  dalle 
quali  i criteri  di  divisibilità  per  i numeri  citati  discendono 
immediatamente,  ma  non  sarà  inutile  far  notare  che  altri 
criteri  potrebbero  rintracciarsi  per  divisori  differenti,  e che 
queste  altre  ricerche  qui  non  si  fanno  solo  per  la  ragione 
che  per  numeri  differenti  da  quelli  che  abbiamo  detto  di 
considerare  le  verifiche  importano,  in  generale,  calcoli  molto 
più  laboriosi  di  quello  che  non  sia  la  divisione  diretta. 

114.  Teorema  I.  — Il  resto  che  si  ottiene  dalla  divisione 
di  un  numero  per  una  certa  potenza  del  2 o del  5,  è quello  stesso 
che  si  ottiene  dividendo  per  quelle  potenze  il  numero  formato  da 
tante  cifre  a destra  del  numero  dato , quante  sono  le  unità  del 
numero  che  indica  il  grado  di  quelle  potenze. 

Vogliamo  dunque  dimostrare  che  un  qualunque  numero  n , 
diviso  per  2m  o 5m,  dà  lo  stesso  resto  che  si  ottiene  divi- 
dendo per  2m  o 5m  il  numero  formato  dalle  m cifre  a destra 
del  numero  dato,  prese,  s’ intende,  nell’ordine  con  cui  si  pre- 
sentano nel  numero  stesso. 

Supponiamo  dapprima  che  queste  m cifre  siano  tutte  zeri; 
chiamando  s il  numero  espresso  dalle  cifre  significative,  si 
avrà  (n.  83): 

n = s X 10m  ; 

ma  10  = 2 X 5,  dunque  (n.  75)  10m  = 2m  X 5m,  e perciò 
M=sX2mX5“ 

vale  a dire  che  in  tal  caso  il  numero  sarà  multiplo  di  2m  e 
5m,  e quindi  darà,  come  10m,  diviso  per  quelle  potenze,  per 
resto  zero. 

Se  si  ha  poi  un  numero  qualunque,  che  potremo  indicare 
sempre  con  w,  e si  indica  per  esempio  con  t il  numero  espresso 
dalle  sue  ultime  m cifre  a destra,  e con  s invece  l’altro  for- 
mato dalle  rimanenti  cifre  a sinistra,  si  potrà  scrivere  (n.  83) 

« = sX  10m  + t , 

e perciò,  essendo  s X 10m  multiplo  di  2m  e 5m,  si  conclude 
(n.  60)  che  il  numero  n , e quello  formato  dalle  sue  ultime  m 
cifre  a destra,  cioè  t,  dànno,  divisi  per  2m  o 5m,  il  medesimo 
resto,  come  era  da  dimostrarsi. 

115.  Dal  teorema  dimostrato,  supponendo  m — 1,  si  de- 
duce il 


CRITERI  DI  DIVISIBILITÀ. 


63 


Corollario  I.  — Un  numero  diviso  per  2 o per  5 dà  lo 
stesso  resto  che  si  ottiene  dividendo  per  2 o per  5 la  sua  cifra 
delle  unità. 

116.  Se  questo  secondo  resto  sarà  zero,  sarà  di  necessità 
zero  anche  il  primo,  e quindi  si  può  enunciare  il 

1°  criterio  di  divisibilità.  — Un  numero  è divisibile  per  2 
o per  5,  quando  la  sua  cifra  delle  unità  è zero7o  divisibile  per 
2 o per  5. 

< In  particolare  sarà  divisibile  per  2 un  numero  che  ter- 
mina con  0,  2,  4,  6,  8;  e per  5 se  termina  con  0 o 5. 

I numeri  divisibili  per  2 si  dicono  numeri  pari;  essi,  è 
chiaro,  si  possono  tutti  rappresentare  colla  scrittura 

2 . m , 

dove  m sta  ad  indicare  un  numero  intero  qualunque,  l’unità 
compresa. 

Un  numero  non  divisibile  per  2 si  chiama  dispari , ed  è 
evidentemente  eguale  a un  multiplo  di  2 aumentato  o dimi- 
nuito di  una  unità.  Vale  a dire  che  i numeri  dispari  si  pos- 
sono tutti  rappresentare  con  una  o l’altra  delle  due  scritture: 

2 . m + 1 o 2 . m — 1, 

dove  m sta  ad  indicare  un  qualunque  numero  intero,  com- 
preso o escluso  lo  zero,  secondo  che  ci  riferiamo  alla  prima 
o alla  seconda. 

117.  Dal  teorema  del  n.  114,  supponendo  m = 2,  si  ri- 
cava il 

Corollario  II.  — Un  numero  diviso  per  4 o 25  dà  il  me- 
desimo resto  che  si  ottiene  dividendo  per  4 o 25  il  numero  for- 
mato dalle  sue  due  ultime  cifre  a destra. 

Infatti  si  ha  che  : 4 = 22,  25  = 52. 

118.  Da  questo  teorema  evidentemente  si  deduce  il 

2°  criterio  di  divisibilità.  — Un  numero  è divisibile 
per  4 o 25 , quando  le  sue  due  ultime  cifre  a destra  sono  zeri,o 
esprimono  un  numero  divisibile  per  4 o 25. 

In  particolare  un  numero  è divisibile  per  25  se  termina 
con  00,  25,  50,  75,  e può  terminare  con  25  numeri  differenti 
che  facilmente  si  determinano,  per  essere  divisibile  per  4. 

119.  Dal  medesimo  teorema  del  n.  114  supponendo  m = 3, 
si  deduce  il 
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Corollario  III.  — Un  numero  diviso  per  8 o 125  dà  lo 
stesso  resto  che  si  ottiene  dividendo  per  8 o 125  il  numero  for- 
mato dalle  sue  tre  ultime  cifre  a destra. 

Infatti  abbiamo  che  : 8 = 23,  125  = 58. 

120.  E da  questa  proprietà  analogamente  si  deduce  il 

3?  criterio  di  divisibilità.  — Un  numero  è divisibile  per 
8 o 125,  quando  le  sue  ultime  tre  cifre  a destra  sono  zeri,o  espri- 
mono un  numero  divisibile  per  8 o per  125. 

In  particolare  un  numero  è divisibile  per  125  se  termina 
con  000,  125,  250,  375,  500,  625,  750,  875,  e può  terminare 
con  125  numeri  differenti  che  facilmente  si  determinano,  per 
essere  divisibile  per  8. 

!2L  Teorema  II.  — Un  numero  diviso  per  9 (o  per  3)  dà 
il  medesimo  resto  che  si  ottiene  dividendo  per  9 (o  per  3)  la 
somma  delle  sue  cifre. 

Occupiamoci  dapprima  di  quanto  si  riferisce  al  9 e con- 
sideriamo più  casi. 

1°.  Supponiamo  dapprima  che  il  numero  sia  una  potenza 
del  10.  Allora,  siccome  il  10  diviso  per  9,  dà  per  resto  1, 
ciascun  fattore  che  compone  la  potenza  dà,  diviso  per  9,  il 
resto  1,  e quindi,  dovendo  il  prodotto  di  essi  fattori,  cioè 
la  potenza  considerata,  e il  prodotto  dei  resti,  che  sono  tutti 
eguali  ad  1,  dare,  divisi  per  9,  il  medesimo  resto  (n.  110),  si 
vede  che  in  questo  caso  il  teorema  è dimostrato,  perchè  il 
prodotto  di  quanti  si  vogliono  fattori  eguali  ad  1 è sempre 
eguale  all’  unità.  Si  ha , cioè  che  una  potenza  del  10  divisa 
per  9 dà  per  resto  1. 

2°.  Supponiamo  ora  che  il  numero  sia  formato  da  una  ci- 
fra significativa  a seguita  da  m zeri.  Allora  esso  sarà  eguale 
al  prodotto. 

a X 10m, 

{dove  potremo  supporre  a < 9,  perchè  se  fosse  altrimenti  il 
numero  sarebbe,  come  è il  9,  divisibile  per  9),  e allora,  sic- 
come i due  fattori  daranno  rispettivamente  per  resto  a e 1, 
il  resto  del  prodotto  sarà  (n.  110)  «Xl-fl.  Dunque  anche 
in  questo  caso  il  teorema  è dimostrato,  cioè  un  numero  for- 
mato da  una  cifra  significativa  seguita  da  zeri  dà , diviso  per  9 , 
per  resto  la  cifra  significativa. 

3°.  Abbiasi  infine  un  numero  qualunque.  Per  es.  73568. 
Poiché  si  può  scrivere 

73568  = 70000  + 3000  + 500  + 60  + 8, 
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dovendo  (n.  103)  il  resto  della  divisione  per  9 della  somma, 
cioè  del  primo  membro  della  eguaglianza  precedente,  essere 
eguale  al  resto  della  divisione  per  9 della  somma  dei.  resti 
degli  addendi  di  cui  essa  si  compone  ; ed  essendo,  per  ciò  che 
è stato  dimostrato,  questi  resti  eguali  alle  cifre  significative 
del  numero  dato:  7,  3,  5,  6,  8,  il  teorema,  per  quanto  si  ri- 
ferisce al  9,  è dimostrato  in  generale. 

Per  dimostrar  poi  la  parte  del  teorema  che  si  riferisce 
al  3,  osserviamo  che  dal  momento  che  un  qualunque  numero 
e la  somma  delle  sue  cifre,  divisi  per  9,  dànno  lo  stesso  resto, 
si  deduce  (n.  107)  che  la  differenza  loro  è un  multiplo  di  9: 
ma  9 è divisibile  per  3,  dunque  questa  differenza  è anche  un 
multiplo  di  3 (n.  105),  e perciò  il  numero  dato  e la  somma 
delle  sue  cifre  divisi  per  3,  devono  dare  il  medesimo  resto 
(n.  108).  v 

122.  È chiaro  che  dal  teorema  precedente  si  deduce  il 

4°  criterio  di  divisibilità.  — Un  numero  è divisibile  per  3 
o per  9,  quando  la  somma  delle  sue  cifre  è divisibile  per  3,  o 
per  9. 

Quando  applicando  il  criterio  precedente  si  trovi  che  un 
numero  non  è divisibile  per  9,  esso  criterio  potrà  sempre  ser- 
vire per  calcolare  il  resto  della  divisione  del  numero  stesso 
per  9 senza  effettuare  la  divisione. 

123.  Teorema  III.  — Un  numero  diviso  per  7 dà  lo  stesso 
resto  deli  altro  che  si  ottiene  moltiplicando  per  3 la  cifra  d’or- 
dine più  elevato,  aggiungendo  al  prodotto  la  seguente , moltipli- 
cando ancora  la  somma  per  3,  aggiungendo  di  nuovo  la  cifra 
che  segue  e così  seguitando  fino  a quella  deli unità. 

Siccome  10  = 7 + 3,  osserviamo  dapprima  che,  come  caso 

S articolare  della  conclusione  del  teorema  del  n.  110,  si  de- 
uce  agevolmente  che 

10n  = multiplo  dii  + 3n. 

Ciò  premesso,  abbiasi  per  es.  il  numero  84569;  si  potrà 
scrivere  : 

84569  — 8 . 104  + 4 . IO3  + 5 . IO2  + 6 . 10  + 9, 

e.  a ciascuna  potenza  del  10  sostituendo  la  somma  di  un  mul- 
tiplo di  7 e della  corrispondente  potenza  del  3,  come  resulta 
dalla  osservazione  fatta,  e riunendo  in  uno  tutti  i multipli 
di  7 che  proverranno  dallo  svolgere  le  moltiplicazioni,  è chiaro 
che  resulterà 

84569  = mul.  7 + 8. 34  + 4. 33  + 5. 32  + 6. 3+9 

Testi,  Corso  di  matematiche.  Voi.  I — 5 
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ma  la  seconda  parte  del  secondo  membro  è eguale  a 

[{(8.3  + 4)X3  + 5>X3  + 6]x3  + 9 

dunque  il  teorema  è dimostrato  (n.  60). 

124.  Da  esso  ricavasi  il  seguente 

5°  criterio  di  divisibilità.  — Un  numero  è divisibile  per  7 
quando  moltiplicando  per  3 la  cifra  di  ordine  più  elevato,  aggiun- 
gendo la  seguente , togliendo  dalla  somma  il  massimo  multiplo 
di  7 inferiore  ad  essa,  moltiplicando  per  3 il  resto,  aggiungendo 
la  cifra  seguente  e continuando  così  fino  a quella  délVunità  si 
ottiene  un  numero  che  è multiplo  di  7. 

Per  es.  il  numero  45836  è divisibile  per  7,  perché: 

4.3=12, 12  + 5 = 17,17  — 14  = 3;3. 3 = 9, 9+8  = 17, 17— 14=3; 
3.3  = 9,9  + 3 = 12, 12  — 7=5  ;5 . 3 = 15, 15+6=21,21:7=3 

1 25.  Teorema  IV.  — Un  numero  diviso  per  11  dà  lo  stesso 
resto  che  si  ottiene  dividendo  per  11  la  differenza  fra  la  somma 
delle  sue  cifre  di  posto  dispari  ( aumentata , se  occorre,  di  un 
multiplo  di  11)  e la  somma  delle  sue  cifre  di  posto  pari. 

A schiarimento  dell’enunciato  diciamo  subito  che  s’in- 
tende stabilito  il  numero  d’ordine  del  posto  occupato  dalle 
cifre  del  numero,  dicendo  che  è al  1°  posto  quella  delle  unità, 
al  2°  quella  delle  diecine  ecc. 

Osserviamo  dapprima  che  una  qualunque  potenza  del  100 
divisa  per  11  dà  per  resto  1,  perchè  il  100  diviso  per  11-  dà 
appunto  per  resto  1 (n.  110),  e consideriamo  per  es.  il  numero: 

4685397; 

esso  potrà  decomporsi  nella  somma 

4000000  + 680000  + 5300  + 97 

che  equivale  all’altra 

4 . 1003  + 68 . 1002  + 53 . 100  + 97. 

Sostituendo  alle  potenze  del  100  la  somma  di  un  .multiplo 
di  11  piu  l’unità  si  vede  chiaramente  che  il  numero  dato  dà 
il  medesimo  resto  della  somma 

4 + 68  + 53  + 97. 

Questa  può  scriversi 

4 + 6.10+8  + 5.10  + 3 + 9.10  + 7 
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A QTllohrt 

4 + 8 + S + 7 + (6+5  + 9)X10 
ma  10  = 11  — 1,  onde,  sostituendo,  questa  somma  diviene 

4 + 8 + 3 + 7 + (6  + 5 + 9)  X (11  - 1) 

= 44-8  + 3 + 7 + (6 + 5 + 9)  X 11 -(6 + 5 + 9) 

= (6 + 5 + 9)  X 11  + 4 + 8 + 3 + 7- (6 + 5+ 9), 

e questo  resultato  dimostra  il  teorema,  perchè  la  prima  parte 
dell’espressione  è un  multiplo  di  11  e le  altre  due  corrispon- 
dono alla  differenza  contemplata  nell’enunciato  (n.  60). 

126.  Da  questo  teorema  si  deduce  il  seguente: 

6°  criterio  di  divisibilità.  — TJn  numero  è divisibile  per  11, 
quando  la  differenza  fra  la  somma  delle  sue  cifre  di  posto 
dispari  (aumentata,  se  occorre , di  un  multiplo  di  11)  e quella 
delle  sue  cifre  di  posto  pari  è zero,  o divisibile  per  11. 

Il  quale,  quando  il  numero  non  sia  multiplo  di  11,  serve 
per  calcolare  agevolmente  il  resto  che  si  ottiene  dividendolo 
per  11.  A questo  ultimo  criterio  può  darsi  anche  la  forma 
seguente,  che  è forse  per  la  pratica  più  comoda. 

TJn  numero  è divisibile  per  11,  quando  sia  multipla  di  11 
la  somma  delle  sue  cifre  di  posto  dispari  e delle  differenze  fra 
11  e quelle  di  posto  pari. 

Infatti  se  si  ha  per  es.  il  numero  3895,  il  teorema  IY 
dimostra,  se  k è un  numero  adattato,  che: 

3895  = &.  11  + 5 + 8-9-3. 

Togliendo  al  primo  addendo  11+11  e aggiungendo  11  + 11 
di  seguito  al  terzo,  resulterà 

3895  = (k  — 2) . 11  + 5 + 8 + 11  + 11  — 9 — 3 
= (k — 2)  .11  + 5 + 8 + (11  -9)  + (11  - 3) 

resultato  che  dimostra  la  seconda  forma  data  al  criterio  di 
divisibilità. 

§ 3.  Prova  per  9 e per  11  delle  operazioni. 

127.  Le  proprietà  dimostrate  ai  numeri  103,  110  possono, 
traendo  profitto  della  facilità  con  cui  si  calcolano  i resti 
della  divisione  dei  numeri  interi  per  9 e per  11,  condurre 
a nuovi  metodi  di  prova  delle  operazioni.  Ecco  le  relative 
regole. 
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Regola  I.  — Per  far  la  prova  per  9 (o  per  11)  dell’addi- 
zione, si  devono  calcolare  i resti  della  divisione  per  9 (o  per  11) 
degli  addendi,  sommare  questi  resti  e verificar  poi  se  la  somma 
dei  numeri  dati,  e la  somma  di  questi  resti  dànno,  divise  per  9 
(o  per  11),  il  medesimo  resto. 

La  regola  è evidentemente  conseguenza  della  prima  pro- 
prietà ora  citata  (n.  103). 

Ecco  un  esempio 

Prova  per  9 

7, 

7 0 

2 3 0 

0_  S 3_ 

16  7 9 


359728 

56320 

73568 

9045 

498661 


Prova  per  11 
6 


128.  Regola  II.  — Per  far  la  prova  per  9 (o  per  11)  della 
sottrazione , si  devono  calcolare  i resti  della  divisione  per  9 (o 
per  11)  del  minuendo,  del  sottraendo  e del  resto:  sommare  gli 
ultimi  due , e verificar  poi  se  questa  somma , divisa  per  9 (o 
per  11)  dà  resto  eguale  a quello  del  minuendo. 

La  regola  si  giustifica  pensando  che  essa  costituisce,  se- 
condo la  la  regola,  la  prova  dell’addizione  che  sarebbe  da 
farsi  per  verificare  la  sottrazione  (n.  89). 

Ecco  un  esempio 

Prova  per  9 
6 


7856052 

2783454 

5072598 


Prova  per  11 

3 3 

A * 
6 6 


129.  Regola  III.  — Per  far  la  prova  per  9 (o  per  11)  della 
moltiplicazione  si  devono  calcolare  i resti  della  divisione  per  9 
(o  per  11)  dei  due  fattori ; moltiplicare  fra  loro  questi  resti,  e 
verificar  poi  se  il  prodotto  dei  numeri  e il  prodotto  dei  resti, 
divisi  per  9 (o  per  11)  dànno  resti  eguali. 

La  regola  è evidentemente  conseguenza  della  2a  proprietà 
dianzi  citata  (n.  110). 


Ecco  un  esempio 

465378 
563 


1396134 

2792268 

2326890 

262007814 


Prova  per  9 

6 1 5 
30 


Prova  per  11 
1 1 2 
2 
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130.  Regola  IV.  — Per  fare  la  prova  per  9 (o  per  11)  della 
divisione  si  devono  prima  calcolare  i resti  della  divisione  per  9 
(o  per  11)  del  divisore  e del  quoziente  incompleto:  moltiplicare 
questi  due  resti  fra  loro , calcolare  il  resto  della  divisione  di 
questo  prodotto  per  9 (o  per  11)  aggiungervi  quello  del  resto 
della  divisione,  e verificare  poi  se  questa  somma  e il  dividendo, 
divisi  per  9 (o  per  11)  danno  il  medesimo  resto. 


La  regola  si  giustifica  pensando  che  essa  costituisce  se- 
condo la  la  e 3a  regola  la  prova  per  9 (o  per  11)  delle  ope- 
razioni che  dovrebbero  effettuarsi  per  fare  l’ordinaria  prova 
della  divisione  (n.  99). 

Ecco  un  esempio 


4752968  : 7485 
26196  63T 

37418 
7478 


Prova  per  9 

6 1 4 
6 
8 


Prova  per  11 

5[7 

2 

9 


14  11 

5 Resto  • 0 Resto 
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Numeri  primi  e primi  fra  loro. 


§ 1.  Definizioni  — Generalità. 

Criterio  per  riconoscere  se  un  numero  è primo. 


131.  Dividendo,  per  es.,  i numeri  2,  3,  5,  7,  11,  13,  17,  19 
per  quelli  minori  di  essi  si  trova  che  nessuno  ammette  per 
divisore  un  numero  diverso  dall’unità;  considerando  invece, 
per  es.,  i numeri  10,  77,  540,  si  trova,  applicando  i criteri 
già  noti  di  divisibilità,  che  essi  sono  rispettivamente  divisi- 
bili per  2 e 5;  7 e 11,  2,  3,  5 ecc.;  possiamo  dunque  stabi- 
lire le 

Definizioni.  — I.  Si  chiama  primo,  o semplice,  un  nu- 
mero che  non  è divisibile  per  nessun  altro,  eccetto 
naturalmente  il  numero  stesso  e l’unità 

II.  Si  chiama  non  primo,  o composto,  un  numero 
che  è divisibile  per  altri  diversi  dall’unità  e dal  nu- 
mero stesso. 
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Più  brevemente  si  può  dire  : È primo  un  numero  che  ha 
due  soli  divisori;  non  primo , se  ne  ha  più  di  due. 

[32.  Teorema  I.  — Se  un  numero  non  è primo , il  numero 
dei  suoi  divisori  è finito. 

Infatti  essi  non  son  maggiori  del  numero  stesso. 

133.  Teorema  II.  — Ogni  numero  ammette  un  divisore  primo. 

Se  il  numero  è primo,  il  teorema  è evidente;  se  non  è 
primo,  e indichiamolo  con  a,  esso  ammetterà  dei  divisori; 
fra  questi  dovrà  esisterne  uno,  maggiore  dell’unità,  che  sia 
il  più  piccolo  di  tutti;  indichiamolo  con  p;  esso  sarà  un  nu- 
mero primo;  infatti  se  non  lo  fosse,  esso  dovrebbe  ammet- 
tere un  divisore  p minore  di  esso  ; ma  anche  p sarebbe  un 
divisore  di  a (n.  105)  e questo  contradice  all’ipotesi  chep  sia 
il  minimo  divisore  di  a;  il  numero  p è dunque  primo. 

134.  Teorema  III.  — La  serie  dei  numeri  primi  è illimitata. 

Ossia  non  esiste  un  numero  primo  maggiore  di  tutti  ; in- 
fatti è facile  assicurarci  che  1’esistenza  di  alcuni  numeri 
primi  .porta  con  se  quella  di  altri  maggiori  di  essi.  Sap- 
piamo (n.  181)  che  2,  3,  5 7,  11,  13,  17,  19  sono  tutti  i numeri 
primi  minori  di  20;  consideriamo  il  numero,  che  diremo  s, 
formato  dal  loro  prodotto  più  l’unità,  sia  cioè: 

s = 2.3.5,7.11.13. 17.19  + 1; 

se  s è primo,  esiste  un  numero  primo  maggiore  di  19;  se  non 
è primo,  s deve  ammettere  un  divisore  primo  che  chiame- 
remo p ; questo  non  può  essere  nessuno  dei  numeri  primi 
già  considerati,  perche  s diviso  per  ciascuno  di  essi  dà  sem- 
pre per  resto  l’unità  (n.  60),  dunque  p è maggiore  di  19; 
analogamente  si  proverà  che  esiste  un  numero  primo  mag- 
giore di  p,  ecc.,  dunque  il  teorema  è dimostrato. 

135.  Teorema  IV.  — Un  numero  è primo,  quando  non  è di- 
visibile per  nessuno  dei  numeri  che  adoprati  come  divisori  del 
numero  stesso,  dànno  un  quoziente  incompleto  non  minore  del 
divisore  adoperato. 

Ammettiamo  che  un  numero  n non  sia  divisibile  per  i 
numeri  2,  3 . . . k della  serie  naturale,  considerati  in  ordine 
crescente,  e che  diviso  per  k dia  un  quoziente  incompleto 
eguale  o minore  di  k.  Dimostreremo  che  n non  può  essere 
divisibile  per  alcun  altro  numero  m maggiore  di  U.  Ammet- 
tiamo che  n sia  divisibile  per  questo  numero  m,  e sia  q il 
quoziente  completo;  dovrà  essere  n — m.q. 
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Risulterebbe  con  ciò  n divisibile  anche  per  q (n.  50);  ma 
quando  dividevamo  n per  k ottenevamo  un  quoziente  non  mag- 
giore di  le,  dunque  nemmeno  q è maggiore  di  k;  risulterebbe 
perciò  resistenza  di  un  divisore  di  n non  maggiore  di  ; ma 
questo  è stato  verificato  assurdo,  dunque  n non  è divisibile 
per  m,  cioè  non  ammette  divisori  maggiori  di  k,  ossia  non 
ha  divisori  diversi  da  1 e da  n;  nè  dunque  primo. 

Il  teorema  può  anche  enunciarsi  dicendo  che  un  numero 
è primo , quando  non  è divisibile  per  alcun  numero  il  cui  qua- 
drato non  superi  il  numero  stesso.  Per  es.  79  non  è divisibile 
per  alcun  numero  minore  di  11,  ma  è 79  < 112,  dunque  79  è 
primo. 

136.  Osservazione.  — Si  capisce  che  in  questa  ricerca 
è inutile  usare  come  divisori  i numeri  che  siano  divisibili 
per  qualcuno  dei  precedenti  usati  già  come  divisori,  vale  a 
dire  che  si  possono  usare,  quando  siati  noti,  i soli  numeri 
primi , e siccome  nella  pratica  ciò  avviene,  si  può  notare  che 
il  procedimento  può  essere  in  certi  casi  abbreviato,  perchè 
ci  sarà  certezza  che  il  numero  è primo,  le  divisioni  resultando 
tutte  incomplete,  quando  si  giunga  a un  quoziente  che  non  sia 
maggiore  del  numero  primo  successivo  all’ ultimo  divisore  primo 
adoprato. 

Per  es.  dividendo  83  per  2,  3,  5,  7,  si  ha  sempre  resto, 
e l’ultima  divisione  dà  11  per  quoziente  incompleto;  83  è 
primo,  perchè  dividèndo  83  per  11  si  avrà  per  quoziente  7 
e il  medesimo  resto,  che  è 6,  di  prima. 

Dividendo^  137  per  2,  3,  5,  7,  11  si  ha  sempre  resto,  e 
l’ultimo  quoziente  è 12,  minore  del  numero  primo  13,  suc- 
cessivo di  11.  Il  numero  137  è primo,  perchè  se  diviso  per  11 
dà  quoziente  incompleto  12,  diviso  per  13  darà  quoziente 
minore  di  11,  che,  come  al  numero  preced.,  si  dimostra  ne- 
cessariamente incompleto. 

137.  Il  criterio  ora  stabilito  trova  applicazione  pratica 
in  un  procedimento,  detto  vaglio  di  Eratostene , che  permette, 
senza  far  calcoli,  di  determinare  i numeri  primi  minori  di  un 
numero  dato. 

Supponiamo,  per  es.  che  si  vogliano  trovare  tutti  i nu- 
meri primi  inferiori  al  50.  Scriveremo  dapprima  tutti  i nu- 
meri in  ordine  naturale  fino  a 50,  così: 

I 23456789JR 

II  JL2  13  ._14  _15  _16  17  18  19  20 

^ .22  23  24  25  26^  27  28  29  30 

31  32  33  34  35  36  37  38  39  40 


poi  contando  di  2 in  2,  a cominciare  dal  2,  contrassegneremo 
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i numeri  sui  quali  ci  si  ferma  contando,  il  2 escluso,  e che 
non  saranno  primi  perchè  multipli  di  2;  conteremo  in  se- 
guito di  3 in  3,  poi  di  5 in  5 e contrassegneremo  i numeri 
su  cui  ci  si  ferma,  il  3 e 5 esclusi;  verranno  così  soppressi 
i multipli  di  3 e 5.  Procederemo  collo  stesso  metodo  sce- 
gliendo ogni  volta  per  contare  il  primo  numero  non  contras- 
segnato  che  segue  il  numero  ultimo  adoprato,  il  quale  sarà 
primo,  perchè  non  divisibile  per  nessuno  dei  numeri  inferiori 
ad  esso;  e il  procedimento  sarà  terminato,  cioè  saranno  primi 
tutti  i numeri  non  contrassegnati  della  tavola,  quando  il  più 
grande  dei  rimasti,  diviso  per  l’ultimo  numero  del  quale  ci 
siamo  serviti  per  contare,  dia  un  quoziente  incompleto  eguale 
o minore  del  divisore:  e ciò  per  il  teorema  del  n.  135. 

Per  es.  nella  tavola  trascritta  sono  primi  i numeri  che  ri- 
mangono non  contrassegnati  dopo  aver  contato  per  2,  per 
3,  per  5,  per  7,  perchè  47  : 7 dà  un  quoziente  incompleto 
eguale  a 6. 

138.  Qui  sotto  trascriviamo,  per  comodo  del  lettore,  la 
tavola  dei  numeri  primi  inferiori  al  1000. 


Tavola  dei  numeri  primi  inferiori  al  1000 , 
l’unità  eccettuata. 


2 

47 

109 

191 

269 

353 

439 

523 

617 

709 

811 

907 

3 

53 

113 

193 

271 

359 

443 

541 

619 

719 

821 

911 

5 

59 

127 

197 

277 

367 

449 

547 

631 

727 

823 

919 

7 

61 

131 

L99 

281 

373 

457 

557 

641 

733 

827 

929 

11 

67 

137 

211 

283 

379 

461 

563 

643 

739 

829 

937 

13 

71 

139 

223 

293 

383 

463 

569 

647 

743 

839 

941 

17 

73 

149 

227 

307 

389 

467 

571 

653 

751 

853 

947 

19 

79 

151 

229 

311 

397 

479 

577 

659 

757 

857 

953 

23 

83 

157 

233 

313 

401 

487 

587 

661 

761 

859 

967 

29 

89 

163 

239 

317 

409 

491 

593 

673 

769 

863 

971 

31 

97 

167 

241 

331 

419 

499 

599 

677 

773 

877 

977 

37 

101 

173 

251 

337 

421 

503 

601 

683 

787 

881 

983 

41 

103 

179 

257 

347 

431 

509 

607 

691 

797 

883 

991 

43 

107 

181 

263 

349 

433 

521 

613 

701 

809 

887 

997 

§ 2.  Teoremi  sui  numeri  primi. 

139.  Teorema  I.  — Se  un  numero  primo  non  divide  i fat- 
tori di  un  prodotto , nemmeno  divide  esso  prodotto. 

Converrà  esaminare  più  casi. 

1°.  Siano  due  i fattori,  ed  entrambi  minori  del  numero 
primo  dato  p.  Indichiamoli  con  a eb  e consideriamo,  insieme 


TEOREMI  SUI  NUMERI  PRIMI. 


73 


al  loro  prodotto  a . b,  tutti  quelli  che  hanno  i fattori  minori 
di  « e è.  Supponendoli  disposti  in  ordine  crescente  rappre- 
sentiamoli scrivendo: 

1.2,  2.2,  2.3,  3 . 3, ...  m a . b. 

È chiaro  che  per  ora  non  solo  non  è assurdo  supporre 
a.b  divisibile  per  p,  ma  nemmeno  che  sia  divisibile  per  p 
uno  dei  prodotti  precedenti.  Però  se  questo  è possibile,  è 
certo  che  ci  deve  essere  un  prodotto  del  gruppo  conside- 
rato che  per  primo  è divisibile  per  p.  Ammettiamo  che  esso 
sia  appunto  m . n.  I numeri  m ed  n sono  rispettivamente 
minori  di  a e b,  e dunque  anche  di  p,  perciò  se  dividiamo  p> 
che  è primo,  per  m,  si  dovrà  avere  un  quoziente  incom- 
pleto q,  almeno  eguale  all’unità,  e un  resto  r necessaria- 
mente diverso  da  zero.  Ma  allora  dalla  eguaglianza: 
p = m . q + r, 

moltiplicando  i due  membri  per  n,  si  dedurrà  (n  43,  65) 
p.n  = m.n.q  + r.n, 

e siccome  p .n  è multiplo  di  p,  ed  m.n.q  è divisibile  per  p, 
perchè  lo  è per  ipotesi  m . n,  dovrebbe  resultare  anche  r . n 
divisibile  per  p,  ciò  che  è in  contradizione  coll’ipotesi  che  sia 
m.n  il  primo  prodotto  multiplo  di  p , perchè  essendo  r < m è 
r . n < m . n.  Si  conclude  che  nessuno  dei  prodotti  considerati 
è divisibile  per  p e in  questo  caso  il  teorema  è dimostrato. 

2. °  Sia  uno  dei  fattori,  a,  minore  di  p,  l’altro  b mag- 
giore. Se  r è il  resto  della  divisione  di  b per  p , i due  pro- 
dotti a.r  e a.b  dànno  (n.  110)  divisi  per  p il  medesimo  resto; 
ma  a . r,  per  il  primo  caso,  non  è divisibile  per  p , dunque 
nemmeno  lo  è o.6. 

3. °  Siano  a e b tutti  e due  maggiori  di  p;  se  r e r sono 
i resti  delle  divisioni  di  a e è per  p,  i prodotti  a .5,  r .r  di- 
visi per  p dànno  resti  eguali  ; ma  r . r',  per  il  primo  caso,  non 
è divisibile  per  p,  dunque  nemmeno  lo  è il  prodotto  a . b . 

4. °  Dimostriamo  ora  che  il  teorema  sussiste  per  un  nu- 
mero qualunque  di  fattori  ; ammettiamo  che  esso  sussista  per 

un  certo  numero  di  fattori  a.b  .c h;  si  vede  subito  che 

sussiste  per  uno  di  piu  k.  Infatti  per  ipotesi  a .b  .c h non 

sarà  divisibile  per  p,  e quindi,  pel  caso  precedente,  nemmeno 
lo  sarà  il  prodotto  (a  .b  .c h)  .k  = a.b  .c h . k.  Il  teo- 

rema sussiste  dunque  per  un  numero  di  qualunque  di  fattori 
(introd.  n.  XV). 

140.  Da  esso  per  la  la  legge  delle  inverse  (introd.  n.  X) 
si  deduce  il 

Teorema  II.  — Se  un  numero  primo  divide  un  prodotto 
di  più  fattori,  esso  divide  almeno  uno  di  questi  fattori. 
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141.  Corollari.  — I.  Se  un  numero  primo  divide  una  po - 
lenza,  esso  divide  anche  la  base  di  questa  potenza. 

IL  Se  un  numero  primo  divide  un  prodotto  di  fattori  primi , 
esso  è eguale  a uno  di  questi  fattori. 

§ 3.  Decomposizione  di  un  numero  in  fattori  primi. 

142.  Teorema. — Ogni  numero  non  primo  resulta  in  modo 
unico  dal  prodotto  di  certe  potenze  di  determinati  numeri  primi. 

Abbiasi  il  numero  n non  primo;  esso  ammetterà  allora 
un  divisore  primo:  indichiamolo  con  a e sia  q il  quoziente 
della  divisione  di  n per  a.  Resulterà  allora 
n = a .q, 

e quando  q fosse  primo,  n resulterebbe  il  prodotto  di  due 
numeri  primi;  ma  se  non  è primo  esso  ammetterà  un  divi- 
sore primo,  che  diremo  b , e allora  se  q è il  quoziente  di  q 
per  b,  sarà  q = b . q',  e quindi  di  conseguenza 
n — a .b  .q'; 

e ora,  senza  seguitare,  si  capisce  che  se  q non  è primo,  ad 
esso  potrà  sostituirsi  un  prodotto  in  cui  uno  dei  fattori  è 
certo  primo  e così  di  seguito:  ma  i quozienti  q,  q...  sono  de- 
crescenti, dunque  la  loro  successione  è limitata  e l’ultimo 
quoziente  è certamente  primo,  perchè  se  non  fosse,  le  divi- 
sioni seguiterebbero;  si  capisce  perciò  che  n resulterà,  come 
era  da  dimostrarsi,  un  prodotto  di  numeri  primi.  Essi  pos- 
sono essere  tutti  diseguali  e allora  il  numero  è il  prodotto 
di  prime  potenze  di  numeri  primi;  ve  ne  potranno  essere 
invece  degli  eguali  e allora  il  numero  conterrà  di  alcuni 
fattori,  o di  tutti,  potenze  superiori  alla  prima. 

Resta  dunque  soltanto  da  dimostrare  che  due  prodotti  di 
fattori  primi  che  contengono  fattori  primi  differenti,  o il  me- 
desimo fattore  primo  a potenze  diverse,  non  possono  essere 
eguali  al  medesimo  numero.  E infatti  supponiamo  che  il  nu- 
mero n possa  essere  eguale  ai  due  prodotti  a . b .c . d ... , a', 
b'.c'.d' i fattori  dei  quali  siano  tutti  numeri  primi;  do- 

vendo essere 

a.b  .c.d = ar  ,br  .c  .dr 

per  il  corollario  II  del  n.  141  si  vede  che  a , che  deve  dividere 
a.  b’.  c.  d'. . . (perchè  questo  prodotto  è eguale  al  multiplo  di  a , 
a . b . c . d. . .)  deve  essere  eguale  ad  uno  dei  fattori  del  2°  mem- 
bro, sarà  p.  es.  eguale  ad  a;  e allora  dividendo  i due  membri 
dell’eguaglianza  per  a si  ottiene 

b . c . d...  = br.  c\  d' ... 
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e con  ragionamenti  analoghi  si  prova  che  è,  p.es.  b = b\ 
Siccome  nulla  impedisce  che  possa  essere  a = b,  rimane  dalle 
considerazioni  fatte  provato  che  ogni  fattore  che  comparisce 
nel  primo  prodotto  deve  anche  comparire  nel  secondo  e il 
medesimo  numero  di  volte,  e siccome  nello  stesso  modo  si 
potrà  provare  che  ogni  fattore  che  comparisce  nel  secondo 
dovrà  anche  comparire  nel  primo  e il  medesimo  numero  di 
volte,  è manifesto  che  i due  prodotti  sono  identici  e il  teo- 
rema è dimostrato.  2520  2 

143.  Crediamo  superfluo  enunciare  la  regola  pra-  ^260  2 
tica;  ci  basterà  dar  qui  accanto  un  esempio  di  come  5392 
si  dispone  il  calcolo;  l’esempio  si  riferisce  al  numero  3^53 
2520  per  il  quale  si  ha  105  3 


Talvolta  invece  di  procedere  come  nell’es.  precedente  sarà 
comodo  in  pratica  decomporre  prima  il  numero  in  fattori  non 
primi  e quindi  effettuare  la  decomposizione  di  essi  in  fattori 
primi,  per  riunire  poi  in  un  unico  prodotto  tutti  i fattori 
primi  trovati.  Così  per  es.  dato  il  numero  144000,  osservando 
che  esso  è = 144  X 1000,  che  144  = 122  = (3 . 4)2  = (22.  3)2,  e che 
in  generale  10n  = (2 . 5)n  = 2n.  5n  si  trova,  ’si  può  quasi  dire 
a memoria,  che  144000  = 27. 32.  53. 


§ 4.  Condizione  generale  di  divisibilità 

DI  DUE  NUMERI  INTERI. 

144.  Teorema.  — La  condizione  necessaria  e sufficiente , 
perchè  un  numero  sia  divisibile  per  un  altro  inferiore  ad  esso, 
è che  decomposti  i due  numeri  nei  loro  fattori  primi  si  trovi 
che  il  primo  contenga  tutti  i fattori  primi  del  secondo  a po- 
tenze di  grado  eguale  0 maggiore  che  in  quest7 ultimo. 

Ammettiamo  in  primo  luogo  che  un  numero  a sia  divi- 
sibile per  un  numero  b ; chiamando  q il  quoziente  della  loro 
divisione  si  avrà 


Imagmiamo  di  aver  decomposti  i numeri  a,  b,  q , nei  loro 
fattori  primi;  allora,  poiché  un  numero  non  può  che  in  un 
sol  modo  decomporsi  in  fattori  primi  (n.  142)  è chiaro  che 
tutti  i fattori  primi  che  compariranno  in  a , compariranno 
anche  nel  prodotto  b X q,  e ciascuno  dovrà  trovarsi  in  a tante 
volte,  quante  volte  si  trova  in  b e in  q complessivamente. 


2520  = 28 . 32 . 5 . 7 . 


105  3 
35  5 

77 


a = bXq- 
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Yale  a dire  che  in  a i fattori  primi  dovranno  essere  a 
potenze  di  grado  eguale  a quello  che  hanno  in  b\  quando  i 
fattori  primi  di  q siano  tutti  differenti  da  quelli  di  b,  e do- 
vranno invece  essere  in  a a potenze  di  grado  maggiore  che 
in  b,  quando  in  q si  trovino  fattori  primi  che  siano  contenuti 
anche  in  b. 

La  condizione  è dunque  necessaria;  ma  è anche  sufficiente, 
perchè  se  è soddisfatta  sarà  possibile  nel  prodotto  che  cor- 
risponde al  primo  numero  sopprimere  tutti  i fattori  primi, 
eguali  o differenti,  che  si  trovano  nel  secondo,  e aver  così 
nel  prodotto  dei  rimanenti  (n.  68)  il  quoziente  dei  due  numeri. 

145.  Questo  quoziente  si  avrà  dunque  seguendo  la 

Regola.  — Per  trovare  il  quoziente  della  divisione  di  due 
numeri  uno  multiplo  dell’altro,  basta,  decomposti  che  siano  nei 
loro  fattori  primi,  fare  il  prodotto  di  quei  fattori  che  rimangono 
nel  dividendo  dopo  avervi  soppresso  quei  fattori  primi  che  hanno 
nel  divisore  il  medesimo  esponente,  e dopo  aver  diminuiti  gli 
esponenti  degli  altri  fattori  che  compariscono  anche  nel  divisore, 
di  tante  unità , quante  ne  hanno  gli  esponenti  degli  stessi  fattori 
in  quest’ultimo. 


Si  ha  per  es.: 


720 
36  “ 


2*  X 3*  X 5 
22  X 82 


= 22  X 5 = 20. 


§ 5.  Numeri  primi  fra  loro. 

146.  Se  decomponendo  in  fattori  primi  due  o più  numeri 
si  trova  che  tutti  i fattori  dell’uno  sono  diversi  dai  fattori  primi 
dell’altro , e certo  (n.  141,  II)  che  i due  numeri  non  hanno  alcun 
divisore  comune  differente  dall’unita. 

Si  possono  dunque  stabilire  le  seguenti 

Definizioni.  — I.  Due  o più  numeri  di  con  si  primi 
tra  loro,  quando  non  hanno  alcun  divisore  comune 
differente  dall’unità. 

II.  Più  numeri  diconsi  primi  fra  loro  due  a due, 
quando  due  qualunque  tra  essi  sono  primi  tra  loro. 

147.  Dalle  definizioni  precedenti,  e dall’osservazione  che 
le  precede,  resultano  immediatamente  le  seguenti  proprietà. 


NUMERI  PRIMI  TRA  LORO.  77 

I.  Piio  numeri  primi  sono  sempre  primi  fra  loro  due  a due. 

Il  teorema  inverso  evidentemente  non  sussiste,  perchè  se 
più  numeri  sono  primi  fra  loro  (come  per  es.  25,  45,  77),  o 
primi  fra  loro  due  a due  (come  27,  26,  55),  essi  possono  es- 
sere anche  tutti  non  primi. 

IL  Ogni  numero  primo  è primo  con  tutti  gli  altri  che  non 
sono  suoi  multipli. 

III.  Due  numeri  non  primi  tra  loro  ammettono  almeno  un 
divisore  primo  comune. 

Infatti  se  questo  divisore  non  esistesse  i numeri  sarebbero 
primi  tra  loro. 

IV.  Se  un  numero  è primo  coi  fattori  di  un  prodotto  è primo 
cól  prodotto , e se  è primo  col  prodotto  è primo  anche  coi  fattori. 

Infatti  nel  primo  caso  il  prodotto,  che  resulta  dal  com- 
plesso di  tutti  i fattori  primi  considerati,  ha  tutti  i fattori 
primi  differenti  da  quelli  del  numero  in  quistione;  e nel  se- 
condo ogni  fattore  ha  i fattori  primi  differenti  da  quelli  di 
esso  numero,  perchè  nel  prodotto  non  esistono  fattori  primi 
eguali  a quelli  del  numero  medesimo. 

Corollario.  — Se  un  numero  è primo  colla  base  di  una 
potenza  è primo  colla  potenza , e se  è primo  colla  potenza  è 
primo  colla  base. 

V.  Se  due  numeri  sono  primi  tra  loro  tali  sono  le  loro  po- 
tenze, e se  sono  prime  tra  loro  le  potenze  tali  sono  le  basi. 

Queste  due  ultime  proprietà  resultano  subito  dall’osser- 
vare  che  la  potenza  contiene  i soli  fattori  primi  della  base. 

VI.  Se  un  numero  divide  un  prodotto  ed  è primo  con  uno 
dei  fattori  del  prodotto , esso  divide  necessariamente  V altro  fat- 
tore. 

Infatti  se  m divide  il  prodotto  a . b ed  è primo  con  a,  i 
numeri  a ed  m hanno  tutti  i fattori  primi  differenti,  ma  per 
essere  a . b divisibile  per  m,  devono  in  a . b figurare  tutti  i 
fattori  primi  di  m , con  esponenti  non  minori  che  in  esso,  ora 
questi  fattori  in  a non  vi  sono,  dunque  essi  sono  in  b,  cioè  b 
è divisibile  per  m. 

VII.  Se  un  numero  è divisibile  per  altri  primi  fra  loro  due 
a due , esso  è divisibile  per  il  loro  prodotto. 
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Se  infatti  p è divisibile  pei  numeri  a,  b,  c,  primi  tra  loro 
due  a due,  resulta  che  p deve  contenere  tutti  i fattori  che 
sono  in  a,  in  b,  in  c a potenze  di  grado  almeno  eguale  a quelle 
contenuti  in  essi,  e siccome  i fattori  di  a , di  b,  di  c sono  tutti 
differenti,  si  deduce  che  la  condizione  di  divisibilità  di  p per 
a .b  .c  è soddisfatta. 

148.  Da  quest’ultimo  teorema  e dai  criteri  di  divisibilità 
studiati  al  cap.  IV  si  deducono  agevolmente  criteri  di  divi- 
sibilità per  numeri  non  primi.  Per  es. 

Un  numero  è divisibile  per  6 se  la  somma  delle  sue  cifre  è 
divisibile  per  3 e V ultima  di  esse  (quella  delle  unità ) è pari. 

Infatti  6 = 2X3e2e3  sono  primi  tra  loro. 


CAPITOLO  VI. 

Divisori  e multipli. 


§ 1.  Ricerca  di  tutti  i divisori  di  un  numero. 

149.  Problema.  — Calcolare  tutti  i divisori  di  un  numero. 

Risoluzione.  — Supponiamo  il  numero  decomposto  nei  suoi 
fattori  primi. 

È evidente  che  ciascuno  di  questi  fattori,  e una  sua  po- 
tenza di  grado  non  maggiore  di  quella  che  figura  nel  numero 
stesso,  o il  prodotto  di  alcuni  di  questi  fattori  o di  queste 
loro  potenze,  sarà  sempre,  per  il  teorema  del  n.  144,  un  divi- 
sore del  numero  considerato.  Si  avranno  dunque  tutti  i di- 
visori del  numero  stesso  quando  si  considerino  tutti  i suoi 
fattori  primi,  tutte  le  loro  potenze  già  dette,  e tutti  i pro- 
dotti che  con  essi  possono  effettuarsi,  così  però  che  ciascun 
fattore  primo  abbia  in  ciascun  prodotto  esponente  non  mag- 
giore di  quello  che  ha  nel  numero  dato.  Ciò  evidentemente 
si  raggiunge  applicando  la  seguente 

Regola.  — Per  avere  tutti  i divisori  di  un  numero  si  scom- 
pone prima  questo  numero  nei  suoi  fattori  primi;  si  scrivono 
poi  sopra  altrettante  orizzontali , facendole  precedere  dall7 unita, 
le  varie  potenze  dei  singoli  fattori  primi , scrivendo , per  sem- 
plicità, nella  P linea  le  potenze  di  quel  fattore  che  ha  maggiore 
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esponente.  Ciò  fatto  si  moltiplicano  tutti  i numeri  della  prima 
linea  successivamente  per  tutti  quelli  della  seconda ; poi  tutti  i 
prodotti  ottenuti  per  quelli  della  terza ; e così  si  seguita  finché 
siano  esauriti  come  moltiplicatori  i numeri  di  tutte  le  linee. 

Il  processo  precedente  dà  tutti  i divisori  del  numero 
l'unità  e il  numero  stesso  compresi. 

Ecco  un  esempio  che  si  riferisce  al  numero  10500. 

10500  = 22  X B X 58  X 7 
1 5 52  58 

1 2 22 

1 3 

1 7 


1 

5 

25  125 

3 

15 

75 

375 

2 

10 

50  250 

6 

30 

150 

750 

4 

20 

100  - 500 

12 

60 

300 

1500 

7 

35 

175  875 

21 

105 

525 

2625 

14 

70 

350  1750 

42 

210 

1050 

5250 

28 

140 

700  3500 

84 

420 

2100 

10500. 

150.  Si 

DUO 

determinare 

il  numero 

dei 

divisori  di 

mero  dato  senza  bisogno  di  calcolarli.  Si  ha  infatti  il 

Teorema.  — 1 divisori  di  un  numero  sono  tanti,  quante 
unità  ha  il  prodotto  che  si  ottiene  moltiplicando  fra  loro  gli 
esponenti  dei  suoi  fattori  primi  (anche  i sottintesi,  eguali  ad 
uno)  dopo  averli  tutti  aumentati  di  una  unità. 

Abbiasi  il  numero  n , e supponiamo  che  decomponendolo 
nei  suoi  fattori  primi  si  abbia 

n = a*  Xb*Xcr  X X . 

Il  prospetto  dal  quale,  secondo  la  precedente  regola,  si 
avranno  tutti  i suoi  divisori  sarà  il  seguente: 

1 , a , a2,  az,  . . . . a?  - 1 , aP  , 

1,  è,  6%  è8,  ...  . £q} 

1 , c , C1 , C3 * * , . . . . CT  - 1 , cr  , 


1 b bi  b 3 u — 1 bt 

1 j /l/  j A j /t  j « • • . ji  A/  9 

e,  evidentemente  su  ciascuna  linea  saranno  scritti  tanti  nu- 

meri, quante  sono  le  unità  di  ciascun  esponente  nel  numero 

dato  più  uno,  cioè  su  ciascuna  delle  precedenti  linee  si  avranno 

rispettivamente 

p -\~  1 , <7  + 1,  ?*+l,  ...,  £ + 1 


numeri. 
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Ora  quando  si  moltiplicano  tutti  i numeri  della  la  linea 
per  quelli  della  seconda,  ciascun  numero  di  questa  ne  dà  tanti, 
quanti  ne  sono  scritti  sulla  prima,  e perciò  i divisori  otte- 
nuti in  queste  prime  moltiplicazioni  saranno: 

(q  + 1)  X (p  + 1),  cioè  (p  + 1)  X (q  + 1). 

Quando  poi  questi  divisori  si  moltiplicano  per  i numeri 
della  3a  linea  (e  osserviamo  che  il  tener  conto  di  quelli  pre- 
cedentemente ottenuti,  equivale  a moltiplicarli  per  l’unità) 
ciascuno  dei  numeri  della  3a  linea  darà  origine -a  tanti  divi- 
sori, quanti  sono  quelli  già  ottenuti,  per  cui,  esaurite  queste 
seconde  moltiplicazioni,  se  ne  avranno  in  complesso: 

(r  + 1)  X (p  + 1)  X (q  + 1),  cioè  (p  + 1)  X (q  + 1)  X (r  + 1). 

Procedendo  analogamente  si  vede  che  il  numero  totale  dei 
divisori  sarà  dato  dal  prodotto 

(p  + 1)  X (q  + 1)  X (r  + 1)  X . . . . X (t  + 1) 

come  volevamo  dimostrare. 

Per  es.  pel  numero 

10500  = 22  X 3 X 5S  X 7, 
si  ritrova  che  il  numero  dei  divisori  è 
(2  + 1)  X (1  + 1)  X (3  + 1)  X (1  + 1)  = 3 X 2 X 4 X 2 = 48. 


§ 2.  Massimo  comun  divisore  di  due  o più  numeri. 

551.  Definizione.  — Il  maggior  numero  che  divide 
due,  o più,  numeri  dati  si  dice  loro  imissimo  comun 
divisore. 

Indicheremo  le  parole  massimo  comun  divisore  coll’abbre- 
viazjone  m.  c.  d. 

È evidente  che  se  più  numeri  sono  primi  fra  loro  il  loro 
m.  c.  d.  è Vanità. 

1 52.  Teorema.  — Se  di  più  numeri  uno  divide  i rimanenti 
quello  è il  m.  c.  d.  di  tutti  quanti. 

Infatti  un  numero  maggiore  di  quello,  anche  se  dividesse 
tutti  i rimanenti  numeri,  non  potrebbe  dividere  quello  con- 
siderato. Non  sarà  male  osservare  che,  tolto  questo  caso  spe- 
ciale, il  m.  c.  d.  di  più  numeri  è minore  di  tutti  i numeri  stessi. 
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153.  Teorema  IL  — Il  m.  c.  d.  di  due  o più  numeri  è dato 
dal  prodotto  di  tutti  i loro  fattori  primi  comuni,  preso  ciascuno 
col  minore  esponente  con  cui  figura  nei  numeri  dati . 

Infatti  il  numero  così  ottenuto  è certo  un  loro  divisor  co- 
mune (n.  144),  e siccome  un  numero  maggiore  di  esso  do- 
vrebbe contenere  o i suoi  fattori  con  esponenti  maggiori, 
oppure  invece  di  essi  fattori,  o oltre  questi,  fattori  più  grandi, 
si  capisce  che  in  ciascuno  di  questi  casi  quest’altro  numero 
non  potrebbe  essere  un  divisor  comune  dei  numeri  dati  e si 
conclude  che  il  teorema  è dimostrato. 

154.  Esso  dà  una  regola  per  calcolare  il  m.  c.  d.  di  più 
numeri:  per  es.  dati  i numeri 

720  = 24  X3ÌX5 
1800  = 23  X 32  X 52 
420  = 22  X 3 X 5 X 7, 

il  loro  m.  c.  d.  è 

22  X 8 X 5 = 60. 

E chiaro  che  quando  occorre  determinare  il  quoziente  dei 
numeri  dati  per  il  loro  m.  c.  d.  sarà  più  conveniente,  invece 
di  fare  le  diyisioni,  di  applicare  la  regola  del  n.  145. 

155.  Teorema  III.  — I quozienti  di  più  numeri  per  il  loro 
m.  c.  d.  sono  numeri  primi  fra  loro  ; e,  inversamente , se  i quo- 
zienti di  più  numeri  per  un  altro  sono  primi  fra  loro,  quest7 altro 
è il  loro  m.  c.  d. 

E infatti: 

I.  Dividendo  i numeri  dati  per  il  loro  m.  c.  d.  si  soppri- 
mono i loro  fattori  comuni  primi  e non  primi,  e i quozienti 
non  hanno  perciò  più  alcun  fattore  comune. 

II.  Se  i quozienti  sono  primi  fra  loro,  il  divisore  adoprato 
è il  prodotto  di  tutti  i fattori  comuni,  e dunque  pel  teorema  II 
è il  loro  m.  c.  d. 

156.  Teorema  IY.  — Ogni  divisore  del  m.  c.  d.  di  più  numeri 
è anche  divisore  di  questi  numeri;  e,  inversamente;  se  un  numero 
è divisore  comune  di  più  numeri,  esso  divide  anche  il  lovo  m.  c.  d. 

La  prima  proprietà  resulta  dal  teorema  del  n.  105  ;Y  in- 
versa sussiste  perchè  ogni  fattore  comune  a più  numeri  dati 
è un  fattore  del  loro  m.  c.  d.  che  è il  prodotto  di  tutti  i loro 
fattori  comuni. 

Corollario.  — Si  hanno  i divisori  comuni  a più  numeri 
calcolando  tutti  quelli  del  loro  m.  c.  d. 

Testi,  Corso  di  matematiche.  Voi.  I — 6 
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157.  Teorema  V.  — Moltiplicando  più  numeri  per  un  altro, 

0 dividendoli  per  un  loro  divisore  comune,' si  ha  che  il  ni.  c.  d. 
dei  prodotti,  o dei  quozienti,  è eguale  al  m.  c.  d.  dei  numeri 
considerati  moltiplicato  per  queir  altro  numero,  o diviso  per  quel 
divisore. 

I.  Moltiplicando  i numeri  per  un  altro  si  introduce  in  essi 
un  fattore  comune  di  più  che  pel  teorema  II  deve  figurare 
nel  m.  c.  d,  oltre  a quelli  che  già  lo  componevano,  dunque 
il  m.  c.  d.  rimane  moltiplicato  per  quel  numero. 

II.  Dividendoli  invece  rimane  soppresso  in  tutti  un  fattore 
che  era  comune,  e che  viene  di  conseguenza  a mancare  nel 
m.  c.  d.  il  quale  perciò  rimane  diviso  per  quel  divisore. 

La  2a  parte  del  teorema  può  essere  opportunamente  sfrut- 
tata in  certi  casi  per  semplificare  il  calcolo  del  m.  c.  d.  Se 
per  es.  si  hanno  i numeri  56000,  84000, 140000  si  vede  subito 
che  essi  hanno  7000  per  divisor  comune;  i quozienti  corri- 
spondenti sono  8,  12,  20;  il  m.  c.  d.  di  questi  è 4,  dunque  quello 
dei  numeri  considerati  è 4 X 7000  = 28000. 

§ 3.  — Teoria  del  massimo  comune  divisore  svolta  in- 
dipendentemente DALLA  SCOMPOSIZIONE  DEI  NUMERI  IN 

FATTORI  PRIMI. 

158.  Ricordiamo  il 

Teorema  I.  — Di  due  numeri  uno  multiplo  dell’ altro  il  mi~ 
nove  è il  loro  m.  c.  d.  (n.  152). 

159.  Teorema  II.  — Il  m.  c.  d.  di  due  numeri,  uno  dei  quali 
non  è multiplo  delV altro,  è eguale  a quello  del  minore  di  essi  e 
del  resto  della  divisione  del  maggiore  per  il  minore. 

Infatti  al  n.  112  è stato  dimostrato  che  le  due  coppie  di 
numeri  dividendo  e divisore,  divisore  e resto  hanno  identici  tutti 

1 divisori  comuni;  il  più  grande  di  essi  è dunque  m.  c.  d.  di 
ciascuna  delle  due  coppie. 

[60.  Dei  due  teoremi  precedenti  è naturale  conseguenza 
la  seguente 

Regola.  — Per  trovare  il  m.  c.  d.  di  due  numeri  si  divide 
il  maggiore  per  il  minore;  poi  questo  pel  resto  ottenuto  nella 
prima  divisione,  quindi  questo  primo  resto  per  quello  ottenuto 
nella  seconda  e così  di  seguito  finché  si  arrivi  a un  ultimo  resto 
che  divida  esattamente  il  precedente  e che  sarà  il  m.  c.  d.  dei 
due  numeri  considerati. 
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Si  osservi  che  il  procedimento  avrà  sempre  termine,  perchè 
i resti  successivi  sono  numeri  decrescenti;  soltanto  può  avve- 
nire che  l’ultimo  resto  sia  l’unità,  e questo  sarà  il  caso  in  cui 
i due  numeri  si  dicono  primi  fra  loro. 

Il  calcolo  suol  disporsi  come  nell’esempio  seguente: 


5’ 

1 

4 

2 . 

8 

5525 

950 

775 

175 

75 

25 

0 

dal  quale  apparisce  che  il  m.  c.  d.  di  5525  e 950  è 25. 

16!.  Deduciamo  da  questo  nuovo  procedimento  le  pro- 
prietà del  m.  c.  d.  ; per  semplificare  però  le  dimostrazioni 
giova  considerare  esse  proprietà  in  ordine  diverso  di  quello 
seguito  nel  § precedente. 

Teorema  II.  — Ogni  numero  che  divide  altri  due , divide 
anche  il  loro  m.  c.  d.;  e ogni  divisore  del  m.  c.  d.  è pure  divi- 
sore dei  numeri  dati. 

La  prima  parte  del  teorema  è conseguenza  della  pro- 
prietà del  n.  Ili  e della  regola  precedente.  Infatti  se  un 
numero  divide  i due  numeri  dati,  deve  dividere  anche  il 
resto  della  loro  divisione,  e così  dovrà  pure  dividere  tutti 
i resti  successivi  delle  divisioni  che  si  fanno  applicando  la 
regola  e anche  l’ultimo  che  è il  m.  c.  d.  La  seconda  parte  è 
conseguenza  del  teorema  del  n.  105,  perchè  i numeri  dati  sono 
multipli  del  loro  m.  c.  d. 

162.  Teorema  III.  — Moltiplicando  due  numeri  per  un  al- 
tro, o dividendoli  per  un  loro  divisore  comune , il  m.  c.  d.  dei 
prodotti,  o dei  quozienti,  è eguale  a quello  dei  numeri  dati  mol- 
tiplicato per  quel  numero,  o diviso  per  quel  divisore. 

Ricordando  infatti  il  teorema  del  n.  61,  si  capisce  che 
eseguendo  coi  detti  prodotti,  o quozienti,  le  divisioni  suc- 
cessive, che  conducono  alla  determinazione  del  m.  c.  d.,  i 
resti  che  successivamente  si  avranno,  saranno  i prodotti,  o i 
quozienti,  di  quelli  ottenuti  nella  determinazione  del  m.  c.  d. 
dei  numeri  dati,  moltiplicati  per  quel  numero,  o divisi  per 
quel  divisore;  e siccome  l’ultimo  resto  che  si  ottiene  è ap- 
punto il  m.  c.  d.,  questa  osservazione  basta  per  mettere  in 
evidenza  la  tesi  del  teorema. 

163.  Teorema  IV.  — 1 quozienti  di  due  numeri  per  il  loro 
m.  c.  d.  son  numeri  primi  fra  loro  ; e,  inversamente,  se  dividendo 
due  nùmeri  per  un  terzo  si  hanno  quozienti  primi  fra  loro,  quel 
terzo  numero  è il  m.  c.  d.  dei  primi  due. 
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I.  Dividendo  infatti  i numeri  a e b per  il  m.  c.  d.  d , per 
il  teorema  precedente  i quozienti  a : d e b : d avranno  per 
m.  c.  d.  d:d;  ma  d:d  — 1;  onde  resulta  che  i quozienti  a : d, 
b:d , hanno  per  m.  c.  d.  l’unità;  dunque  essi  sono  effettiva- 
mente primi  fra  loro. 

IL  Supponiamo  che  i numeri  a e b divisi  per  d , diano 
quozienti  q e q primi  fra  loro.  Il  m.  c.  d.  dei  numeri  q e q 
è allora  eguale  ad  1.  Ma  pel  teorema  del  n.  162  i prodotti 
q.d , q.d  avranno  per  m.  c.  d.  il  prodotto  l,d  = d;  e sic- 
come, in  forza  delle  divisioni  fatte,  è q .d  — a,  q .d  — b,  si 
vede  che  effettivamente  d è il  m.  c.  d.  di  a e b. 

164.  I quozienti  dei  due  numeri  per  i loro  m.  c.  d.  pos- 
sono, senza  far  le  divisioni,  calcolarsi  colla 

Regola.  — Per  avere  i quozienti  della  divisione  di  due  nu- 
meri dati  per  il  loro  massimo  comun  divisore,  si  scrive  l’unità 
sotto  il  massimo  comun  divisore,  questa  si  moltiplica  per  il  quo- 
ziente scritto  di  sopra  e il  prodotto  si  scrive  alla  sinistra  sotto 
l’ultimo  dividendo.  Questo  prodotto  poi  si  moltiplica  per  il  quo- 
ziente che  gli  sta  di  sopra ; al  prodotto  trovato  si  aggiunge  il 
numero  che  sta  scritto  alla  destra  del  prodotto  precedente,  e la 
somma  si  trascrive  alla  sinistra  di  quest’ultimo.  Così  si  continua 
finche  siano  esauriti  come  moltiplicatori  tutti  i quozienti  e il 
gruppo  dei  numeri  ottenuti  è formato  dai  quozienti  che  resulte- 
rebbero dividendo  per  il  massimo  comun  divisore  i due  numeri 
dati  e i resti  successivi. 

Ecco  un  esempio: 


5 

1 

4 

2 

3 

5525 

950 

775 

175 

75 

25 

0 

221 

38 

31 

7 

3 

1 

La  regola  precedente  si  dimostra  facilmente  pensando 
che  l’unità  scritta  sotto  il  m.  c.  d.  indica  che  esso  è conte- 
nuto 1 volta  in  se  stesso;  osservando  poi  che  il  3 scritto 
alla  sinistra  dice,  come  resulta  dal  calcolo,  che  75  contiene 
3 volte  il  m.  c.  d.,  e che  poi  facendo  il  calcolo  3X2  + 1 si 
ottiene  il  numero  delle  volte  che  il  175  contiene  il  m.  c.  d., 
in  forza  della  relazione  nota  175  = 75X2  + 25  fra  divi- 
dendo, divisore,  quoziente  incompleto  e resto,  e seguitando 
così  analogamente. 

165.  Dimostriamo  anche  un’altra  proprietà  che  può  ser- 
vire a semplificare  il  calcolo  della  ricerca  del  m.  c.  d.  e 
della  quale  il  teorema  II  del  n.  159  è un  caso  particolare. 
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Teorema.  — Il  m.  c.  d.  di  due  numeri  coincide  con  quello 
del  minore  di  essi  e della  differenza  fra  il  maggiore  e un  mul- 
tiplo del  minore. 

Infatti  s e a e b sono  due  numeri,  {b  < a)  ed  è k .b  < a, 
e si  pone  d — a — k .b,  resulterà 

a ==  d — }-  k . b 

e da  questa  relazione  subito  si  vede  che  i divisori  comuni  ad 
a e b dividono  anche  d,  e quelli  comuni  a deb  dividono  an- 
che a , onde  si  conclude  che  a e>  b,  e b e d hanno  il  mede- 
simo m.  c.  d. 

Si  vede  perciò  come  in  pratica  nel  calcolo  del  m.  c.  d. 
convenga,  quando  il  resto  è maggiore  della  metà  del  divisore, 
sostituire  ad  esso  la  differenza  fra  il  divisore  medesimo  e il 
resto. 

166.  Teorema.  — Il  m.  c.  d.  di  un  gruppo  di  numeri  è quello 
medesimo  delV altro  gruppo  che  si  ottiene  sostituendo  a due  qua- 
lunque di  essi  il  loro  m.  c.  d. 

Se  infatti  si  hanno  i numeri  a,  b,  c , d,  ed  m è il  m.  c.  d. 
per  es.  di  a e b;  si  vede  che  un  numero  che  divide  tutti  i 
numeri  del  gruppo  a,  b , c , eL.,  divide  anche  quelli  dell’altro 
mi  c.  d .,  perchè  se  un  numero  divide  altri  due  divide  anche 
il  loro  m.  c.  d.;  e reciprocamente  un  numero  che  è divisore 
comune  di  quelli  del  gruppo  m,  c , d...  lo  è anche  di  quelli 
dell’altro  a,  b,  c , d...  perchè  a e b sono  multipli  di  m.  I due 
gruppi  hanno  dunque  tutti  identici  i divisori  comuni,  e quindi 
hanno  anche  il  medesimo  m.  c.  d. 

167.  Questo  teorema  ci  mostra  come  sia  facile  ridurre  il 
calcolo  del  m.  c.  d.  di  quanti  si  vogliono  numeri  alla  ricerca 
del  m.  c.  d.  di  coppie  successive  di  numeri.  Faremo  di  meno 
di  enunciare  la  regola  relativa;  daremo  solo  il  seguente  es. 


co 

1 

8 

42 

2 

» 

192 

2 

1820 

468 

416 

52 

0 

2210 

52 

26 

0 

5005 

26 

13 

0 

il  quale  mostra  che  il  m.  c.  d.  di  5005,  2210, 1820,  468  è 13, 
e fa  capire  come  convenga  nella  pratica  cominciare  dalla  ri- 
cerca del  m.  c.  d.  dei  due  più  piccoli  numeri  del  gruppo. 

Nè  ci  intratteremo  a estendere  al  caso  di  più  numeri 
le  proprietà  che  pel  m.  c.  d.  abbiamo  dimostrato  per  due  nei 
numeri  precedenti,  perchè  le  dimostrazioni  si  fanno  senza 
difficoltà  alcuna  fondandosi  in  special  modo  sul  teorema 
del  n.  166. 
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§ 4.  Minimo  comune  multiplo  e multipli  comuni 

A DUE  0 PIÙ  NUMERI. 


^ 1 68.  Teorema.  — Il  numero  dei  multipli  comuni  a due  o 
più  numeri  dati  è infinito. 

Infatti  il  loro  prodotto  è per  es.  un  loro  multiplo  comune, 
e un  multiplo  qualsivoglia  di  questo  prodotto  è pure  un  loro 
multiplo  comune. 

! 69.  Di  questi  multipli  comuni  a più  numeri  non  ne  esiste 
uno  maggiore  di  tutti,  ne  esisterà  però  uno  minore  e quindi 
si  stabilisce  la 

Definizione.  — Si  chiama  minimo  comune  multiplo  di 
due,  o più,  numeri  il  minore  dei  numeri  divisibili 
per  essi. 

Indicheremo  la  frase  minimo  comune  multiplo  coll’abbre- 
viazione m.  c.  m. 

170.  Teorema  I.  — Se  dei  numeri  di  un  dato  gruppo , uno 
di  essi  è divisibile  pei  rimanenti , questo  numero  è il  m.  c.  m. 
di  tutti  i numeri  del  gruppo. 

Infatti  questo  numero  è per  ipotesi  multiplo  comune  dei 
numeri  dati,  nè  un  numero  minore  di  esso  potrebbe  esserlo, 
perchè  non  sarebbe  divisibile  per  il  numero  stesso.  Tolto 
questo  caso  particolare  è evidente  che  il  m.  c.  m.  di  più  nu- 
meri è maggiore  di  ciascuno  di  essi. 

171.  Teorema  IL  — Il  m.  c.  m.  di  due  o più  numeri  è dato 
dal  prodotto  di  tutti  i loro  fattori  primi  differenti , cioè  comuni 
e non  comuni , preso  ciascuno  col  maggiore  esponente  con  cui 
figura  nei  numeri  considerati. 

Infatti  il  numero  così  ottenuto  è certamente  un  loro  mul- 
tiplo comune  (n.  144)  e siccome  un  numero  minore  di  esso 
dovrebbe  contenere  o i suoi  fattori  con  esponenti  minori,  o 
mancare  di  qualche  fattore,  o in  luogo  di  essi  fattori  altri 
minori,  si  capisce  che  in  ciascuno  di  questi  casi  quest’altro 
numero  non  potrebbe  essere  multiplo  di  tutti  i numeri  con- 
siderati, e si  conclude  che  il  teorema  è dimostrato. 
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£72.  Corollario.  — Il  m.  c.  m.  di  due  numeri  primi  tra 
loro , o di  più  numeri  primi  fra  loro  due  a due,  è eguale  al  loro 
prodotto. 

173.  Il  teorema  precedente  dà  una  regola  per  calcolar© 
il  m.  c.  m.  di  più  numeri;  per  es.  dati  i numeri 

720  = 24  X 39  X5 
1800  = 2 3 X 32  X 5* 

420  = 22  X 3 X 5 X 7 

il  loro  m.  c.  m.  è 

24  X 32  X 52  X 7 = 25200. 

È chiaro  che  quando  occorrà  determinare  il  quoziente  del 
m.  c.  m.  per  i numeri  dati  sarà  più  conveniente,  invece  di 
fare  le  divisioni,  di  applicare  la  regola  del  n.  145. 

174.  Teorema  IL  — I quozienti  del  m.  c.  m.  di  più  numeri 
per  ciascuno  di  essi,  sono  numeri  primi  tra  loro  ; e,  inversamente, 
se  i quozienti  di  un  numero  per  altri  dati  sono  numeri  primi 
fra  loro,  quel  primo  numero  è il  m.  c . m.  dei  rimanenti. 

E infatti: 

I.  Questi  quozienti  non  possono  avere  un  fattor  comune, 
perchè  se  lo  avessero  sarebbe  multiplo  di  tutti  i numeri  anche 
il  quoziente  del  dividendo  considerato  per  questo  fattore  co- 
mune, e questo  non  può  essere  perchè  quel  dividendo  era  il 
loro  m.  c.  m. 

II.  Se  i quozienti  sono  primi  fra  loro  il  dividendo  ado- 
prato  è il  prodotto  di  tutti  i fattori  comuni  e non  comuni 
primi  o no  dei  numeri  dati,  nè  ne  contiene  altri  estranei  a 
questi  numeri,  e quindi  è il  loro  m.  c.  m. 

175.  Teorema  III.  — Ogni  multiplo  del  m.  c.  m.  di  più  nu- 
meri è anche  multiplo  di  questi  numeri;  e,  inversamente,  ogni 
multiplo  comune  di  essi  numeri  è anche  multiplo  del  loro  m.  c.  m. 

La  prima  proprietà  resulta  dal  teorema  del  n.  105;  l’inversa 
sussiste  perchè  ogni  multiplo  comune  a più  numeri  deve 
(n.  145)  contenere  i fattori  comuni  e non  comuni  di  essi  nu- 
meri e perciò  anche  tutti  quelli  del  loro  m.  c.  m.  che  è sol- 
tanto il  prodotto  dei  fattori  comuni  e non  comuni. 

Corollario.  — Si  hanno  tutti  i multipli  comuni  a più  nu- 
meri, minori  di  un  numero  dato,  calcolando  tutti  quelli  del 
loro  m.  c.  m.  che  soddisfano  a questa  condizione. 

(76.  Teorema  IY.  — Il  m.  c.  m.  di  due  numeri  è eguale 
al  quoziente  del  loro  prodotto  per  il  loro  m.  c.  d.  ; o (ciò  che 
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torna  lo  stesso  pel  teorema  nel  n.  69)  è eguale  al  prodotto 
di  uno  di  essi  pel  quoziente  dell’ altro  e del  loro  m.  c.  d. 

Infatti  nel  prodotto  dei  due  numeri  i fattori  comuni  figu- 
rano due  volte,  e i non  comuni  una  sola;  dividendo  questo 
prodotto  per  il  m.  c.  d.  che  è il  prodotto  dei  loro  fattori  eo- 
\ munì,  si  sopprimono  essi  fattori  comuni  una  volta,  e quindi  il 
quoziente  resultando  il  prodotto  dei  fattori  comuni  e non 
comuni  dei  numeri  dati,  e soltanto  di  essi  fattori,  e il  m.  c.  m. 
dei  numeri  stessi. 

177.  Teorema  Y.  — Moltiplicando  più  numeri  per  un  altro , 
o dividendoli  per  un  loro  divisor  comune  si  ha  che  il  m.  c.  m. 
dei  prodotti,  o dei  quozienti , è eguale  al  m.  c.  m.  dei  numeri 
considerati  moltiplicato  per  queir altro  numero,  o diviso  per  quel 
divisore. 

I.  Moltiplicando  più  numeri  per  un  altro  si  introduce  in 
essi  un  fattor  comune  di  più  che  pel  teorema  II  deve  figu- 
rare nel  m.  c.  m.  oltre  a quelli  che  già  lo  componevano;  dunque 
il  m.  c.  m.  rimane  moltiplicato  per  quel  numero. 

II.  Dividendoli  invece  rimane  soppresso  in  tutti  un  fat- 
tore che  era  comune,  che  deve  venire  di  conseguenza  a man- 
care nel  m.  c.  m.,il  quale  perciò  rimane  diviso  per  quel  di- 
visore. 

La  2a  parte  del  teorema  può  essere  opportunamente  sfrut- 
tata in  certi  casi  per  semplificare  il  calcolo  del  m.  c.  m.  Se 
per  es.  si  hanno  i numeri  56000, 84000, 14000  si  vede  subito  che 
essi  hanno  7000  per  divisor  comune:  i quozienti  corrispon- 
denti sono  8,  12,  20;  il  m.  c.  m.  di  essi  è 120,  dunque  quello 
dei  numeri  considerati  è 120  X 7000  = 840000. 


§ 5.  Teoria  del  minimo  comune  multiplo  svolta  indipen- 
dentemente DALLA  SCOMPOSIZIONE  DEI  NUMERI  IN  FATTORI 

PRIMI. 

178.  Per  svolgere  indipendentemente  dalla  conoscenza 
dei  fattori  primi  dei  numeri  la  teoria  del  m.  c.  m.  occorre, 
per  debito  di  logica,  rendere  prima  indipendente  da  questa 
conoscenza  il 

Teorema.  — Se  un  numero  divide  un  prodotto  ed  è primo 
con  uno  dei  fattori , esso  deve  necessariamente  dividere  Valtro 
fattore ; 
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già  dimostrato  al  n.  147,  VI.  La  nuova  dimostrazione  è 
anche  essa  assai  semplice.  Infatti  sia  p = a . b divisibile  per 
un  numero  m e sia  m primo  col  fattore  a;  i due  numeri  a 
e m avranno  per  m.  c.  d.  l’unità  e quindi  i due  prodotti  a . 6, 
m . b avranno  per  m.  c.  d.  b (n.  162).  Ma  il  numero  m divide 
i due  numeri  a .b,m  .b,  il  primo  dei  quali  per  ipotesi,  dunque 
m deve  dividere  anche  il  loro  m.  c.  d.  (n.  161)  che  è b.  Il 
teorema  è dunque  dimostrato. 

179.  E ora  risolviamo  il 

Problema.  — Determinare  la  condizione  a cui  deve  soddi- 
sfare un  numero  per  essere  multiplo  comune  di  altri  due  nu- 
meri dati. 

Risoluzione.  — Siano  a e b questi  due  numeri;  perchè  un 
numero  sia  divisibile  per  a basta  che  sia  il  prodotto  di  un 
altro  qualunque  m per  a,  sia  dato  cioè  da  m .a;  se  ora  m . a 
deve  essere  divisibile  per  b occorre  che  esista  il  quoziente 
m .a:b. 

Sia  d il  m.  c.  d.  di  a e b,  e q e q i quozienti  di  essi  nu- 
meri per  d ; sarà  a=  d .q  e b — d .q,  e quindi  il  quoziente 
m .a:b  si  trasforma  nell’altro  m .d.q:d . q',  il  quale  si  sem- 
plifica (n.  61)  e dà 

m.q: q. 

Ora  perchè  m . q sia  divisibile  per  q,  siccome  q e q 
sono  primi  tra  loro  (n.  163),  occorre  (n.  178)  che  m sia  di- 
visibile per  q,  che  sia  cioè,  essendo  k un  qualunque  nu- 
mero, m — k.  </;  sostituendo  perciò  k . q ad  in  nel  prodotto 
m . a già  considerato,  esso  prodotto  diventa 

k.qr  .a. 

Se  avessimo  cominciato  col  considerare  un  multiplo  di  b , 
avremmo  ottenuto 

k .q.b. 

I due  prodotti  qr  .a  e q .b  sono  evidentemente  eguali,  perchè 
tutti  e due  coincidono  con  q .qr  .d;  moltiplicando  e dividendo 
quest’ultimo  prodotto  per  d , si  ottiene 

q .qf  .d  .d  (q  .d)  .(q  . d)  a .b 
d “ d ~~d~' 

e perciò  resulta  che  un  numero  è multiplo  di  a e b anche 
quando  è dato  dal  prodotto 

, a . b 

k-~T' 
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essendo  sempre  k un  qualunque  numero  intero;  onde  si  con- 
clude che: 

Un  numero  è multiplo  di  altri  due,  quando  è multiplo  del 
prodotto  ottenuto  moltiplicando  uno  di  essi  pel  quoziente  del-' 
V altro  per  il  m.  c.  d.  dei  due;  oppure  anche  quando  è multiplo 
del  quoziente  ottenuto  dividendo  il  loro  prodotto  per  il  loro  m.  c.  d. 

180.  Sostituendo  a k i numeri  della  serie  naturale  in  una 
qualunque  delle  tre  espressioni  k .q'  .a,  h .q.b,  ' --  si 

avranno  altrettanti  multipli  comuni  di  a e b;  il  minore  di 
essi  si  avrà  prendendo  ^ = 1 e quindi  resulta  che 

Il  m.  c.  m.  di  due  numeri  è eguale  al  prodotto  di  uno  di 
essi  pel  quoziente  dell’altro  per  il  loro  m.  c.  d.;  oppure  è eguale 
al  loro  prodotto  diviso  per  il  loro  m.  c.  d., 

come  abbiamo  già  visto  al  n.  176. 

981.  Tutte  le  proprietà  studiate  al  § 4 si  potrebbero  ri- 
trovare partendo  dal  precedente  resultato;  così  per  es.  si 
ha  subito  che: 

Se  un  numero  è multiplo  di  altri  due,  è multiplo  anche  del 
loro  m.  c.  m.; 

e poi  che: 

Il  m.  c.  m.  di  due  numeri  primi  fra  loro  è eguale  al  loro 
prodotto 

perchè  il  loro  m.  c.  d.  è l’unità;  e ancora  che: 

I quozienti  del  m.  c.  m . di  due  numeri  per  i numeri  stessi 
sono  primi  tra  loro , 

perchè  questi  quozienti  sono  q e g,  cioè  quei  medesimi 
di  a e h pel  loro  m.  c.  d.,  ma  permutati.  Infatti: 


a . b 

h ' __b__  , 

: a = a . 
d 

d ’ a “ d 

a . b a 

, . a 

— ■b=~d 

sài 

11 

h 

II 

-o 

Ma  tralasceremo  le  dimostrazioni  delle  altre  proprietà 
e ci  limiteremo  al 
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Teorema.  — Il  m.  c.  m.  di  un  gruppo  di  numeri  è quello 
medesimo  deW altro  gruppo  che  si  ottiene  sostituendo  a due 
qualunque  di  essi  il  loro  m.  c.  m. 

Se  infatti  si  hanno  i numeri  a,b,  c,  d . . . e p è il  m.  c.  m. 
per  es.  di  a e b,  ogni  numero  multiplo  comune  di  a,  b,  c,  d . . . , 
è anche  multiplo  comune  di  p,  c,  d . . . , e inversamente  ogni 
numero  multiplo  comune  di  p,c,d...  lo  è anche  di  a,  ò, 
c,  d . . . , perchè  a e b son  divisori  di  p,  onde  i due  gruppi 
hanno  tutti  identici  i multipli  comuni  e quindi  hanno  anche 
il  medesimo  m.  c.  m. 

E questo  teorema  fornisce  evidentemente  una  regola,  che 
non  stiamo  a enunciare,  per.  calcolare  il  m.  c.  m.  di  quanti 
si  vogliano  numeri,  senza  ricorrere  alla  scomposizione  in 
fattori  primi. 

Nemmeno  è difficile  estendere  a.  più  numeri,  sfruttando 
i soli  principi  di  questo  §,  le  proprietà  relative  al  m.  c.  m. 
già  dimostrate  nel  § precedente;  ma  lasceremo  queste  di- 
mostrazioni per  esercizio  allo  studioso. 
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DEI  NUMERI  FRAZIONARI 


CAPITOLO  VII. 

Definizione  e proprietà  delle  frazioni. 

§ 1.  Unità  frazionarie  e frazioni. 

Loro  eguaglianza  e diseguaglianza. 

182.  L’oggetto  che  si  intende  rappresentato  dall’unità  può 
essere  di  natura  qualsiasi.  Potrebbe  darsi  che  fosse  anche 
una  certa  collezione  di  altri  oggetti,  e in  tal  caso  acquiste- 
rebbe evidentemente  significato  la  frase  parti  dell’unità , per- 
chè (n.  7)  sarebbe  parte  dell’unità  uno  qualsiasi  degli  elementi 
costituenti  questa  collezione,  o anche  un  gruppo  di  alcuni 
di  questi  elementi.  Ma  può  darsi  ancora,  che,  pur  non  ap- 
parendo una  necessaria  divisione  di  parti  nell’oggetto  con- 
siderato, esso  sia  di  natura  tale  da  poterlo  non  ostante  con- 
cepire, o effettivamente  considerare  come  costituito  di  parti. 
Per  es.  basta  imaginare  fìssati  in  un  segmento  di  retta  al- 
quanti punti  in  numero  finito,  perchè  si  manifesti  la  sua  di- 
visione in  parti.  A proposito  di  questa  divisione  in  parti  di 
un  qualsiasi  oggetto,  pel  quale  naturalmente  essa  divisione 
sia  possibile,  stabiliremo  le  seguenti 

Definizioni.  — I.  Un  oggetto  si  dice  diviso  in  n parti 
eguali,  quando  il  tutto  formato  dalla  riunione  di  n 
cose  identiche  a una  qualunque  delle  parti,  corri- 
sponde sèmpre  a un  oggetto  surrogabile  al  primo, 
e tale  dunque  da  dirsi  suo  eguale. 

II.  Se  un  oggetto  è diviso  in  parti  eguali,  cia- 
scuna parte  si  dice  sottomultipla,  o parte  aliquota,  del- 
l’oggetto stesso. 
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III.  Chiamasi  grandezza  frazionaria  una  qualsiasi  col- 
lezione di  parti  aliquote  di  un  qualunque  elemento. 

183.  Quando  a un  oggetto  qualunque  si  fa  corrispondere 
l’unità,  tutte  le  grandezze  discrete  aventi  quell’oggetto  per 
elemento  sono  rappresentabili  coi  numeri  interi  (n.  13)  ed  è 
evidente  che  i numeri  stessi  si  esauriscono  per  rappresen- 
tare tutte  le  grandezze  discrete  possibili.  Se  dunque  si  vuole 
che  si  abbia  rappresentazione  anche  per  le  grandezze  frazio- 
narie, che  han  per  elemento  l’  oggetto  medesimo,  si  rende 
necessaria  la  creazione  di  nuovi  enti  aritmetici.  Stabiliremo 
perciò  le  proposizioni  che  seguono. 

Postulato  III.  — È possibile  la  divisione  dell’ unità  in  un 
qualsivoglia  numero  di  parti  eguali  e ogni  parte  aliquota  del - 
V unità  è a sua  volta  divisibile  in  parti  eguali.  Ciascuna  parte 
può  pensarsi  successivamente  quante  volte  si  vuole,  e le  parti 
così  pensate  distinte,  e che  saran  da  dirsi  eguali,  possono,  in 
qualsivoglia  numero,  associarsi  fra  loro. 

Definizione.  — Quando  l’unità  è divisa  in  un  dato 
numero  n di  parti  eguali,  ciascuna  di  esse  parti  di- 
cesi unità  frazionaria  di  denominatore  n.  Si  indica  coi 

segni—,  o Vn,  che  si  leggono  un  ennesimo. 

A questa  nomenclatura  si  fa  eccezione, 'quando  il  denomina- 
tore sìa  minore  di  11,  nei  quali  casi  si  dice  mezzo,  terzo,  quarto , 
quinto,  sesto,  settimo,  ottavo,  nono,  decimo. 

Conservando  alla  moltiplicazione  il  significato  già  attri- 
buitole (n.  41)  si  ha  dunque  per  definizione 

— x « = i, 

n ’ 

e quindi  (n.  50)  anche  si  può  dir  subito  che: 

L’unità  frazionaria  x/n  è il  quoziente  della  divisione  del- 
l’unità per  m 

184.  Teorema.  — Dividendo  1/m  in  n parti  eguali,  si  ottiene 
l’unità  frazionaria  di  denominatore  m . n. 

Infatti,  perchè  nell’unità  — è contenuto  m volte,  se  si  di- 
vide ogni  emmesimo  in  n parti  eguali,  l’unità  rimarrà  divisa 
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ancora  in  parti  eguali  e di  esse  se  ne  avranno  m volte  ny 
cioè  m.n,  onde  la  nuova  unità  frazionaria  che  resulta  sarà 

evidentemente . 

m.n 

! 85.  Le  definizioni  precedenti,  e la  2a  parte  del  postulato 
del  n.  183  ci  permettono  di  stabilire  l’altra 

Definizione.  — Dicesi  frazione  ordinaria,  o soltanto 
frazione,  l’unità  frazionaria  o la  collezione  di  un  nu- 
mero finito  di  unità  frazionarie  di  eguale  denomi- 
natore. 

La  frazione  è caratterizzata  da  due  elementi:  il  numero 
delle  unità  frazionarie  che  la  costituiscono,  il  denominatore  di 
queste  unità.  Il  primo  numero  dicesi  numeratore  della  fra- 
zione, il  denominatore  delle  sue  unità  frazionarie  dicesi  anche 
denominatore  della  frazione.  La  frazione  che  ha  m per  nume- 
ratore, n per  denominatore  indicasi  colla  scrittura  y-.  (*) 

Il  numeratore  e il  denominatore  diconsi  termini  della 
frazione. 

Si  dà  nome  alla  frazione  enunciando  il  numeratore  e fa- 
cendo seguire  questo  numero  dal  nome  delle  unità  frazionarie 
di  cui  la  frazione  è costituita. 

Per  es.  le  scritture  -g- , jg , yjQ  ...  si  leggono  due  terzi ? 
quindici  diciottesimi , settantadue  centesimi. . . 

È chiaro  che  il  simbolo  -^mantiene  significato  tanto  quando 
è m < n,  m = n,  come  quando  è m>n;  affinchè  lo  conservi 
nel  maggior  numero  possibile  di  casi  ammettiamo  che  y-  rap- 
presenti l’intero  m,  e che ■—  esprima  lo  zero.  Le  scritture y- >> 

y,  non  hanno,  per  ora  almeno,  significato  di  sorta. 

È poi  evidentissimo  che: 

Per  la  definizione  stessa  di  frazione  si  fta  y X m = y • 


186.  Dal  momento  che  le  frazioni  di  egual  denominatore 
sono  collezioni  di  elementi  eguali  possono  estendersi  ad  esse 


(!)  E anche  coll'altra  m/D,che  non  è però  da  preferirsi. 
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i concetti  di  eguaglianza  e di  diseguaglianza  stabiliti  al  n.  9 
e quindi  resultano  le  seguenti 

Definizioni.  — Delle  frazioni  di  egual  denomina- 
tore diconsi  eguali  quelle  che  hanno  eguale  numera- 
tore, diseguali  quelle  di  numeratore  diverso;  e di  due 
qualunque  di  queste  si  dice  una  maggiore,  o minore, 
dell’altra  secondochè  il  numeratore  della  prima  è 
maggiore,  o minore,  di  quello  della  seconda. 

187.  Corollario.  — Di  due  unità  frazionarie  di  diversa 
denominatore  è maggiore  quella  che  ha  denominatore  minore. 


11  . 1 

Se  è cioè  nCm  è — > — , perchè  dividendo  — in  m parti 
n m 1 n 

eguali  e associando  queste  parti  (n.  183)  si  ha  la  frazione  ~~  ». 

e dividendo  in  n parti  eguali,  e associando  queste  parti,  si  ha 

la  frazione , e siccome  e m > n.  resulta > * 

n . m ’ ’ rn.nn.7n 

..li 

cioè  — > — . 
v n m 

E chiaro  che  anche  per  le  frazioni  sussistono  riguardo  al- 
l'eguaglianza e alla  diseguaglianza  le  proprietà  già  studiate 
pei  numeri  interi  (n.  18)  e che  qui  stimiamo  inutile  il  ripe- 
tere. 


188.  Teorema.  — Una  frazione  è eguale , minore  o maggiore 
dell’unità,  secondo  che  il  suo  numeratore  è eguale , minore  o mag- 
giore del  suo  denominatore. 


Che  sia  — = 1 è evidente,  perchè  — = — X w (n.  185)  e — X n 
n ’ r n n K Jn 

= 1 (n.  183).  Ma  si  abbia  la  frazione^;  paragonandola  col- 
l’unità  posta  sotto  la  forma  si  sa  già  (n.  186)  che  ® ~ 

secondo  che  è m ^ n,  onde  il  teorema  è dimostrato. 


Definizione.  — Le  frazioni  che  hanno  il  numeratore 
minore  del  denominatore  diconsi  proprie,  quelle  che 
l'hanno  maggiore  diconsi  improprie. 
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§ 2.  Le  operazioni  sulle  frazioni 

DI  EGUAL  DENOMINATORE. 


189.  Le  definizioni  già  date  di  addizione  (n.  20)  sottra- 
zione (n.  30)  moltiplicazione  (n.  41)  e divisione  (n.  50)  son  tali 
che  tutte  discendono  dalla  prima,  cioè  quella  di  addizione.  Ora 
essa  mantiene  evidentemente  significato  anche  se  le  parti  del 
tutto  che  si  considera  sono  tali  da  potere  essere  individuate 
da  frazioni  di  egual  denominatore,  giacché  abbiamo  visto 
(n.  &6)  che  per  determinare  la  somma  di  più  numeri  interi 
basta  contare  di  seguito  al  primo  le  unità  del  secondo,  poi 
quello  del  terzo  ecc.,  e questa  operazione  è certo  possibile 
anche  per  le  unità  frazionarie  di  egual  denominatore  che  si 
ritengono  associabili  (n.  183)  come  le  unità  ordinarie.  È dun- 
que facile  concludere  che  tutte  le  proprietà  già  studiate  per 
l'addizione  e la  sottrazione  degli  interi,  la  moltiplicazione  e 
la  divisione  di  numeri,  pure  per  interi,  si  mantengono  inal- 
terate quando  ai  termini  di  queste  somme  o differenze,  e ai 
moltiplicandi  o dividendi  si  sostituiscono  agli  interi  frazioni 
di  eguale  denominatore.  (x) 

Si  può  dunque  dire  evidente  che: 

1°.  La  somma  di  pili  frazioni  di  egual  denominatore  esiste, 
è unica  ed  è una  frazione  del  medesimo  denominatore  che  ha 
per  numeratore  la  somma  dei  numeratori  delle  frazioni  consi- 
derate. 


E cioè b — + , 


+ k a + h 4- 


+ k 


e questa 


somma  gode  di  tutte  le  proprietà  studiate  ai  n.  21  a 29. 


2°.  La  differenza  di  due  frazioni  di  egual  denominatore , 
quando  il  numeratore  della  prima  non  è minore  di  quello  della 
seconda,  è la  frazione  dello  stesso  denominatore  che  ha  per  nu- 
meratore la  differenza  dei  numeratori  delle  frazioni  considerate. 


Se  è cioè  è — 

= 9 m m 


a — b 
m 


; infatti 


a — b 
m 


+ 


b_ 

m 


P)  n lettore  per  esserne  maggiormente  persuaso  può  verificare  che  una  qualunque 
dimostrazione  delle  proprietà  citate  regge  se  egli  suppone  che  i simboli  usati,  e che 
esprimevano  numeri  interi,  corrispondano  invece  a numeratori  di  frazioni  il  denomina- 
tore delle  quali  (eguale  per  tutte)  sia  sottinteso;  anzi  può  rileggerle  anche  enunciando 
questo  denominatore,  rappresentandolo  con  qualsivoglia  lettera,  e vedrà  che  i ragio- 
namenti corrono  senza  eccezione  di  sorta. 
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= — — LiA  _ — .E  questa  differenza  gode  di  tutte  le  pro- 
m m n 

prietà  studiate  ai  n.  81  a 40. 

3°.  Il  prodotto  di  una  frazione  per  un  intero  è la  frazióne 
che  ha  il  denominatore  del  moltiplicando  e per  numeratore  il 
prodotto  del  numeratore  di  esso  per  V intero. 

a cu  X w 

Si  ha  cioè  g X m = — g — , perchè  per  definizione  il  pro- 
dotto di  g per  m è la  somma  g-  + g-  + . . . + g-  di  m addendi 

eguali  ad  g , e effettuando  questa  somma  si  arriva  alla  fra- 

a X m 
zione  — j — • 


4°.  Il  quoziente  completo  (o  incompleto)  della  divisione  di  una 
frazione  per  un  numero  intero  è la  frazione  che  ha  il  denomi- 
natore del  dividendo  e per  numeratore  il  quoziente  completo 
(o  incompleto)  del  numeratore  di  esso  per  V intero,  e il  resto  è 
la  frazione  dello  stesso  denominatore  che  ha  per  numeratore  il 
resto  della  divisione  del  numeratore  del  dividendo  per  V intero. 

Se  è cioè  a multiplo  di  d si  ha  g : d — -g~s  infatti  ^g-^  X d 

(a  : d)  X d a v ...  . ,.  7 v .. 

= g = g ; e se  a non  e multiplo  di  d e q e il  quo- 

ziente ed  r il  resto  della  divisione  di  a per  d , si  ha  che  il 
quoziente  incompleto  della  divisione  di  gper  d èg,  e il  re- 

r q 

sto  è g : infatti  g . d 


, r q . d , r q . d + r a 
+ b~  h + h~~  b ~ b' 


§ 3.  Quoziente  completo 

DELLA  DIVISIONE  DI  DUE  NUMERI  INTERI  — CONSEGUENZE. 


190.  Teorema.  — Il  prodotto  di  una  frazione  pel  suo  de- 
nominatore è eguale  al  suo  numeratore. 

Infatti  se  si  ha  la  frazione  ~ , per  quanto  fu  detto  al 

-ork  on  . i m m . n n . m n 

n.  189,  3°,  si  ha  — X n = — — = — — = - X w= 1 Xm  = m. 


T.ssti,  Corso  di  matematiche.  Voi.  I — 7 
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191.  Corollario  I.  — Il  quoziente  completo  di  due  qualunque 
numeri  interi  è la  frazione  che  ha  il  primo  numero  per  nume- 
ratore e il  secondo  per  denominatore. 


Infatti  è a : h eguale  alla  frazione  p perchè  | -y^b  — a. 

Questa  proprietà  rende  in  ogni  caso  possibile  la  divisione. 
Anzi  osserviamo  che,  se  q è il  quoziente  incompleto  della 
divisione  di  a per  h ed  r è il  resto,  (con  che  si  ha  a — h . q + r) 
resulta  evidentemente  che 


7, 

a-.b  = j- 


b . q + r _ b . q 


+ b : 


-q  + - 


e si  può  enunciare  la 


Regola.  — Il  quoziente  completo  della  divisione  di  due  numeri 
interi  si  ottiene  aggiungendo  al  quoziente  incompleto  la  frazione 
che  ha  per  numeratore  il  resto  e per  denominatore  il  divisore. 

192.  Corollario  II.  — La  frazione  che  ha  il  numeratore 
multiplo  del  denominatore  è eguale  alV  intero  che  è quoziente  dei 
suoi  due  termini. 


E inversamente  è chiaro  che 


Un  numero  intero  può  esser  posto  sotto  forma  di  frazione 
con  quel  denominatore  che  si  desidera,  prendendo  per  numera- 
tore il  prodotto  dell' intero  per  il  denominatore  scelto. 


Definizione.  — Le  frazioni  che  hanno  il  numera- 
tore multiplo  del  denominatore  diconsi  frazioni  ap- 
parenti. 

193.  Corollario  III.  — Una  frazione  impropria , e non 
apparente , è eguale  alla  somma  delV  intero  che  è quoziente  incom- 
pleto della  divisione  dei  suoi  due  termini  e della  frazione  che  ha 
per  numeratore  il  resto  di  questa  divisione  e per  denominatore 
quello  della  frazione  considerata. 

Definizione.  — La  somma  di  un  numero  intero  e di 
una  frazione  si  dice  numero  misto. 


Il  numero  misto,  tutte  le  volte  che  i suoi  elementi  non 
siano  rappresentati  da  lettere,  si  suole  indicare  scrivendo 
accanto  all’ intero  la  frazione  in  carattere  piu  piccolo.  Cioè 

invece  per  es.  di  7 + j-  si  scrive  senz’altro  7 -f-  e si  legge 
sette  e tre  quarti. 


PROPRIETÀ  DELLE  FRAZIONI. 
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<<r>  ••  . ■ 1 ' ’■  1 . 


Si  ha  poi  che: 


Ogni  numero  misto  è eguale  alla  frazione  impropria  che  ha 
per  numeratore  la  somma  del  prodotto  dell’intero  per  il  deno- 
minatore della  frazione  e del  numeratore  di  essa,  e per  deno- 
minatore quello  della  frazione  medesima. 

Infatti  le  cose  dette  mostrano  chiaramente  che 


. m a . n , 
a + — = b ' 


a . n + m 
n 


194.  Definizioni.  — I.  Le  frazioni,  siano  esse  pro- 
prie, improprie,  apparenti  e i numeri  misti  si  chia- 
mano collettivamente  numeri  frazionari. 

II.  I numeri  interi  e i frazionari,  tutti  insieme, 
si  dicono  numeri  razionali. 


§ 4.  Alcune  proprietà  delle  frazioni. 


195.  Teorema.  — TJna  frazione  è eguale  a ciascuna  di  quelle 
che  si  ottengono  moltiplicando  i suoi  due  termini  per  un  qualunque 
numero  o dividendoli,  se  si  può,  per  un  loro  divisor  comune. 

(Proprietà  invari  ariti  va  della  frazione). 

Dimostriamo  che  la  frazione  ^ è eguale  all'altra  E 

infatti  j è la  somma  di  a addendi  eguali  ad  se  ora  ciascun 

biesimo  si  divide  in  m parti  eguali  e si  associano  fra  loro 
tutte  le  nuove  unità  frazionarie  resultanti,  e che  sono  eguali 

a — b (n.  184),  siccome  ogni  biesimo  ne  contiene  me  i bie- 

simi  sono  a,  si  otterrà  la  somma  di  m . a addendi  eguali  ad 

— t , ossia  la  frazione  , che  è quanto  dire  • 

m.b  ’ m . b ’ H b . m 

La  seconda  parte  del  teorema  è conseguenza  della  prima. 
Infatti  s e a e b sono  divisibili  per  n , se  a e b'  sono  i ri- 
spettivi quozienti  e consideriamo  la  frazione  ^ , si  avrà 
a_  _ a' . n 
V ~ br  .n  ’ 

ma  ar . n = a,  br . n — b,  dunque  è 


a_  a 
V “ b' 


a_  _ a : n 
b ~~  b : n’ 


cioè 
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E 96.  Teorema  II.  — Se  il  denominatore  di  una  frazione  è 
divisibile  per  un  numero  intero , il  prodotto  di  essa  frazione  per 
queir  intero  è la  frazione  che  ha  il  numeratore  di  quella  consi- 
derata e per  denominatore  il  quoziente  di  quello  di  essa  frazione 
per  V intero. 

Si  sa  già  (n.  189, 8°)  che  il  prodotto  della  frazione  ^ per  l’in- 
tero m è la  frazione  ma  se  &'©  divisibile  per  m,  come 

dobbiamo  supporre,  potranno  i due  termini  di  questa  frazione 
esser  divisi  per  questo  numero,  e quindi  il  prodotto  di  ^ per 

v a , 

m.  sara  7 c.  v.  d. 

1 b : m 

197.  Teorema  III.  — Il  quoziente  di  una  frazione  per  un 
intero  è la  frazione  che  ha  il  numeratore  di  quella  considerata 
e per  denominatore  il  prodotto  di  quello  di  essa  frazione  per 
V intero. 

Sia  ^ la  frazione  e n l’intero.  La  frazione  data  è eguale 
ad  , e ora  per  una  proprietà  già  nota  (n.  189,  4°)  resulta 
che  ^ — — : n — — — , onde  il  quoziente  di  t-  per  n e (l) 


§ 5.  Semplificazione  delle  frazioni. 

398.  Definizione. — I.  Di  due  diverse  forme  che,  per 
la  proprietà  del  n.  195,  una  frazione  può  assumere, 
dicesi  più  semplice  quella  che  ha  i termini  minori. 

IL  Semplificare  una  frazione  significa  determi- 
narne un’altra  ad  essa  eguale  e di  forma  più  sem- 
plice. 

III.  Una  frazione  si  dice  irriducibile,  0 ridotta  ai 
menimi  termini,  quando  non  ne  esiste  un’altra  ad 
essa  eguale,  e con  termini  rispettivamente  minori. (*) 


(*)  I resultati  dei  n.  189,  3°  e 4°,  196,  197  sogliono  riunirsi  nel  seguente  unico 
enunciato  di  forma  un  po’  convenzionale: 

Una  frazione  rimane  moltiplicata  per  un  numero  intero  moltiplicando  per  questo 
numero  il  numeratore  o dividendo,  se  si  può,  il  denominatore,  e rimane  divisa  per  quel 
numero  dividendo  per  esso , se  si  può,  il  numeratore,  o moltiplicando  il  denominatore. 
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199.  Teorema.  — Una  frazione  è irriducibile  quando  i suoi 
termini  sono  primi  tra  loro. 

8 

Abbiasi  per  es.  la  frazione  zr=  , i termini  della  quale  sono 

(t  ^ 

primi  tra  loro,  e sia  y un’altra  frazione  ad  essa  eguale. 

Proveremo  che  a e b non  possono  essere  rispettivamente 
minori  di  8 e di  15. 

E infatti  moltiplicando  i due  membri  della  eguaglianza 
jg  = -y  per  b , si  avrà  jg  . b = y . b,  cioè  (n.  189,  3°,  190) 

yy  = a.  Il  numero  15  deve  dunque  essere  un  divisore  del 

prodotto  8 . b;  ma  8 e 15  sono  primi  fra  loro,  dunque  (n.  147, 
VI)  b deve  essere  divisibile  per  15.  Chiamando  q il  quoziente, 

è perciò  b — 15  . g,  e sostituendo  nell’eguaglianza  a = -jy  , 
a è il  prodotto  15 . q,  si  ottiene 


8 . 15  . q 
: 15 


= 8.?. 


I termini  a e b,  se  non  sono  eguali  rispettivamente  a 8 
e 15,  sono  maggiori  di  essi,  anzi  devono  essere  multipli  di  8 
e 15  rispettivamente  secondo  il  medesimo  numero , o,  come  si 
dice  più  brevemente,  equimultipli  di  8 e 15,  e il  teorema  è 
dimostrato. 

200.  Da  quanto  è stato  detto  discende  subito  la 

Regola,  — Per  semplificare  una  frazione  basta  dividerne 
i due  termini  per  un  loro  divisor  comune; per  renderla  irridu- 
cibile basta  dividere  questi  termini  per  il  loro  m.  c.  d. 

Infatti  si  sa  (n.  163).  che  i quozienti  di  due  numeri  per 
il  loro  m.  c.  d.  sono  primi  fra  loro. 

Nella  pratica,  per  giungere  alla  forma  irriducibile  di  una 
frazione  data,  sarà  opportuno  prima,  se  si  può,  semplificarla 
dividendo  i due  termini  per  quei  divisori  che  ci  saran  consi- 
gliati dai  noti  criteri  di  divisibilità,  e poi,  soltanto  se  così  non 
si  arriva  a una  frazione  che  riconosciamo  irriducibile,  pas- 
sare al  calcolo  del  m.  c.  d.  50700 

Per  es.  se  è data  la  frazione  , prima  la  semplifi- 

cheremo dividendone  i termini  per  10,  per  2 e per  3,  cosi 
che  si  ha: 

5070  2535  845 

7098  — 3549  1183  ’ . 
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e ora  determinando  il  m.  c.  d.  di  1183  e 845  e i rispettivi 
quozienti  (n.  164)  col  calcolo 


1 

2 

2 

1183 

845 

338 

169 

0 

7 

5 

2 

1 

concluderemo  che  y è la  frazione  irriducibile  eguale  alla 
proposta. 


§ 6.  Riduzione  delle  frazioni  allo  stesso  e al  minimo 

DENOMINATORE  COMUNE  — APPLICAZIONI. 

201.  Definizione.  — Si  dice  che  più  frazioni  si  ri- 
ducono al  medesimo  denominatore,  quando  se  ne  deter- 
minano altrettante  ad  esse  rispettivamente  eguali 
e che  abbiano  tutte  per  denominatore  un  medesimo 
numero.  Se  questo  numero  è il  più  piccolo  possibile 
le  frazioni  si  diranno  ridotte  al  minimo  denominator 
comune. 

202.  Il  teorema  del  n.  195  ci  consiglia  subito  la 

Regola.  — Più  frazioni  si  riducono  allo  stesso  denominatore 
moltiplicando  i due  termini  di  ciascuna  pel  prodotto  dei  deno- 
minatori di  tutte  le  altre. 

Così  per  es.  le  frazioni: 

a_  b_  jc 
m ’ n ’ p ’ 

ridotte  allo  stesso  denominatore  divengono: 
a .n  . p b . m.p  c . m .n 
m .n  . p ’ n . m . pì  p . m .n' 

203.  Ma  si  capisce  che  la  riduzione  allo  stesso  denomi- 
natore deve  potersi  effettuare  in  infiniti  modi.  Vediamo  come. 

Teorema.  — Di  una  frazione  irriducibile  esiste  V eguale 
che  abbia  per  denominatore  un  numero  dato,  soltanto  quando 
questo  numero  sia  multiplo  del  denominatore  della  frazione;  e 
in  questo  caso  il  numeratore  della  seconda  frazione  è eguale  a 
quello  della  prima , moltiplicato  pel  quoziente  che  si  ottiene  di - 
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videndo  il  numero  dato  pel  denominatore  della  frazione  irri- 
ducibile. 

E infatti  abbiam  visto  (n.  199)  che  le  frazioni  eguali  ad 
una  data  frazione  irriducibile  sono  soltanto  quelle  i cui  ter- 
mini sono  equimultipli  dei  termini  della  frazione  data,  dunque 
la  la  parte  del  teorema  è evidente.  Per  quando  riguarda  poi 

la  seconda  osserviamo  che  se  % è la  frazione  irriducibile  data 
b 

e m (che  è da  supporsi  multiplo  di  b)  è il  numero  che  vo- 
gliamo prendere  come  denominatore  della  frazione  eguale 

alla  ^ , occorrerà  che  il  numeratore  della  frazione  che  si 

cerca  sia  multiplo  di  a,  come  m lo  è'  di  b,  cioè  che  questo 
numeratore  ed  m siano  equimultipli  di  a e b;  ma  il  numero 
secondo  cui  m è multiplo  di  b,  si  trova  dividendo  appunto  m 
per  b;  per  cui  se,  supposta  eseguita  questa  divisione,  indi- 
chiamo con  k il  quoziente,  sarà  a X k il  numeratore  cercato. 
La  frazione  domandata  sarà  dunque 

a X k 
m 

dove  e k — m : b,  e il  teorema  è dimostrato. 

Da  esso  discende  il 

Corollario.  — Un  numero  può  essere  denominatore  comune 
di  più  frazioni  eguali  ad  altre  date  irriducibili,  solo  quando  esso 
sia  un  multiplo  comune  dei  denominatori  delle  frazioni  date ; 

e infatti  ciò  che  è detto  per  una  frazione  vale  anche  per 
più;  e dal  medesimo  teorema  e dal  corollario  si  ricava  la 

Regola.  — Per  trovare  i numeratori  di  più  frazioni  rispet- 
tivamente eguali  a più  frazioni  date  irriducibili,  e che  deb- 
bano avere  per  denominatore  comune  un  dato  numero  multiplo 
comune  dei  denominatori  delle  frazioni  date , basta  calcolare  i 
prodotti  che  si  ottengono  moltiplicando  i numeratori  di  quelle 
frazioni,  pei  quozienti  che  resultano  dividendo  il  nuovo  deno- 
minatore comune  pei  rispettivi  denominatori  delle  frazioni  date. 

204.  E evidente  perciò  che: 

Se  vogliamo  ridurre  più  frazioni  irriducibili  al  minimo  de- 
nominatore comune , basterà  scegliere  fra  i multipli  comuni  dei 
denominatori  il  più  piccolo , cioè  il  minimo  comune  multiplo , 
e applicare  la  regola  precedente . 
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Ecco  un  esempio  numerico  che  mostra  la  disposizione  più 
comoda  da  dare  al  calcolo  e nel  quale  si  vede  che  ad  alcune 
delle  frazioni  date,  che  non  erano  irriducibili,  sono  state  so- 
stituite (com’è  sempre  da  farsi)  le  eguali  irriducibili. 


M.  C.  M.  = 
2X5X7X11 
= 770. 


7 

15 

18 

13 

3 

63 

10  ’ 

35  ’ 

28  ’ 

22’ 

5 ’ 

385 

7 

8 

9 

13 

3 

' 9 

SI 

7 ’ 

14’ 

22  ’ 

5 ’ 

55 

77, 

110, 

55, 

35, 

154, 

14 

539 

880 

495 

455 

462 

126 

770’ 

770’ 

770’ 

770’ 

. 770’ 

770. 

205.  La  riduzione  delle  frazioni  allo  stesso  denominatore 
permette  di  decidere  circa  aireguaglianza  e alla  disegua- 
glianza di  due  frazioni  qualunque,  relativamente  alle  quali 
si  mantengono  le  proprietà  caratteristiche  del  n.  18. 


Teorema. — Zina  frazionerò  maggiore , eguale , o minore 

di  un7  altra™ , secondo  che  è rispettivamente  a.n  maggiore , 
eguale,  o minore  di  b . m. 

Infatti  se  riduciamo  le  frazioni  % e — allo  stesso  deno- 

b n 

a n J)  m 

minatore,  con  che  si  ha  (n.  202)  si  vede  subito  che 

la  conclusione  del  teorema  non  è altro  che  l’applicazione 
dei  criteri  di  eguaglianza  e diseguaglianza  del  n.  186. 

206.  È utile  anche  la  conoscenza  del  seguente 


Teorema.  — Aggiungendo  (o  togliendo)  un  medesimo  numero 
ai  due  termini  di  una  data  frazione  ne  residta  un’altra  che  è: 

1°  maggiore  (o  minore ) della  prima,  se  questa  era  propria ; 

2°  eguale  alla  prima,  se  questa  era  eguale  all’unità ; 

8°  minore'  (o  maggiore)  della  prima,  se  essa  era  impropria. 

Dimostriamo  la  prima  parte  del  teorema  e paragoniamo 
dunque  le  due  frazioni^-,  ^ — . Riducendole  al  medesimo 
denominatore  i numeratori  divengono 
a . {b  + m) , b . {a  + 
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cioè  (il.  43) 

a . b + a . m , b . a + b . m 

E di  queste  due  somme  certamente  è la  seconda  mag- 
giore della  prima,  eguale  ad  essa,  o minore,  secondo  che  è b, 

maggiore,  eguale  o minore  di  a,  perchè  dall’essere  b = a si 
deduce  (n.  42,  2a)  b . m = a . m e (n.  21,  2a) 

b . m f a . b = a . m + a . b, 

onde  ricordando  il  teorema  precedente  si  vede  che  la  prima 
parte  di  questo  è dimostrata.  La  seconda  è evidente  (n.  21, 188) 
e la  terza  si  dimostra  in  modo  del  tutto  analogo. 


CAPITOLO  Vili. 

Operazioni  sui  numeri  razionali.  (l) 


§ 1.  Addizione  e sottrazione. 


207.  Per  quanto  è stato  detto  ai  n.  189,  1°;  193,  202,  204 
apparisce  evidente  la 

Regola.  — Per  fare  la  somma  di  più  numeri  razionali, 
dovremo  ridurre  tutti  i termini  a frazioni  di  egual  denomina- 
tore, fare  la  somma  dei  numeratori  di  queste  frazioni  e dare 
ad  essa  per  denominatore  il  denominatore  comune  degli  addendi. 

Per  es.  dovendo  fare  la  somma 

7 ,r,,81  , k3 

8 ==  12  + ' + 20  + 5 T 


(’)  Ricordiamo  (n.  194,  II)  per  maggior  chiarezza  che  dicendo  di  voler  considerare  nn 
gruppo  di  numeri  razionali  si  vuol  significare  che  alcuni  di  essi  possono  essere  inteiù, 
altri  frazioni  proprie  o improprie,  altri  numeri  misti,  senza  escludere  che  possa  man- 
care l’una  o l’altra  specie  di  numeri.  In  questo  capitolo  si  intende  che  dicendo  piò 
numeri  razionali  non  si  vorrà  mai  intendere  che  siano  tutti  interi. 
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osservando  che  60  è il  m.  c.  m.  dei  denominatori  e che  5i 


28 
= 5 ' 


35  420 

? — 60  + 60 


243  336 

' 60  ^ fin 


35  + 420  + 243  + 336 
: 60 


60 
1034 
: 60 


— 17  « 


208.  Dalla  regola  precedente  si  deduce  che  le  proprietà 
fondamentali  dell’addizione  rimangono  anche  se  tutti  gli  ad- 
dendi, o alcuni  di  essi,  sono  numeri  frazionari;  perchè,  qualun- 
que essi  siano,  il  far  la  loro  somma  si  riduce  a far  quella  di 
frazioni  di  egual  denominatore,  e abbiamo  visto  (n.  189,  1°) 
che  per  esse  frazioni  tali  proprietà  hanno  luogo  : dunque  se 
le  proprietà  fondamentali  sussistono  (cioè  quelle  che  si 
riferiscono  alle  relazioni  di  eguaglianza  e diseguaglianza 
combinate  col  concetto  di  somma  (n.  21)  e la  proprietà  com- 
mutativa) sussisteranno  anche  tutte  le  altre  che  ne  sono  con- 
seguenza e che  per  gli  interi  sono  state  dimostrate  al  § 1 
del  cap.  IL 

209.  Alcune  di  esse  possono  sfruttarsi  per  operare  un 
po’  diversamente  e piu  brevemente  da  quel  che  dice  la  re- 
gola del  n.  207,  nel  caso  che  alcuni  degli  addendi  siano  nu- 
meri misti. 

Un  esempio  lo  mostrerà  chiaramente.  Abbiasi  da  fare  la 
somma 

s = 3 + 7-§-  + 5y  + ~0“  + 8^; 

si  avrà 

s — 3 + 7 H — g-  + 5 -f — ^ j—  -g-  + 8 ^2  » 

e,  per  la  proprietà  del  n.  23, 

■ (ir  + f + t + è) 


s = 3 + 7 + 5 + 8 + Lg — f-  h ■ 


= 3 + 7 + 5 + 8 + 


4 + 9+10+7 
12 


=3+7+5+8+  jg  = 3 + 7 + 5 + 8 + 2 + 12  = 25-2. 
Possiamo  dunque  concludere  che: 

Per  fare  la  somma  di  numeri  misti  si  possono  sommare  se- 
paratamente le  frazioni,  separatamente  gli  interi  e far  poi  la 
somma  dei  due  resultati. 


SOTTRAZIONE  DI  NUMERI  RAZIONALI. 
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230.  È parimente  evidente  (n.  citati  al  n.  207)  la 

Regola.  — Per  fare  la  differenza  di  due  numeri  razionali 
dovremo  ridurre  i due  termini  a frazioni  di  eguale  denomina- 
tore, fare  la  differenza  dei  numeratori  di  queste  frazioni  e dare 
ad  essa  per  denominatore  il  denominatore  comune  ai  due  termini. 


Ecco  degli  esempi: 

5 7 25  14  25  - 14  11 

6 15  ” 30  30  “ 30  “ 30 ; 

n 3 2 35  2 105  - 8 97  ni 

8 4 3 “ 4 3 “ 12  “ 12  ~ y 12  i 

K 3 84  38  84  - 38  46  ,4 

12  0 7 — ^ r 1 «7  — y — b 7 . 

211.  Le  proprietà  della  sottrazione  che  abbiamo  studiato 
per  i numeri  interi  (§  2 del  cap.  II)  sono  conseguenza  della  de- 
finizione di  sottrazione  e delle  proprietà  dell’addizione;  quella 
e queste  non  sono  mutate  pei  numeri  frazionari,  dunque  è 
evidente  che  le  proprietà  citate  per  la  sottrazione  hanno 
luogo  anche  se  uno  dei  termini,  o tutti  e due,  sono  numeri 
frazionari. 

212.  Come  per  l’addizione  esse  possono  servire  a eseguire 
per  parti  la  sottrazione  dei  numeri  misti. 

Abbiasi  per  es.  la  differenza  7 -f-  — 2 y ; essa  è eguale  a 

7  + — ^2  + -g-j  e per  la  proprietà  del  n.  37,  anche  a 

(7-2)  + (|--4)  = 5+ì%ì  = 5£. 

Consideriamo  un  altro  esempio: 


Qui  la  frazione  del  minuendo  è minore  di' quella  del  sot- 
traendo; ma  scrivendo  il  minuendo  nella  forma 

7 + 1 y = 7 y , 
si  ritorna  al  caso  precedente  e si  ha 


> 2 k JL  _ 7 k i_  ^ 2L  9 15 

) 7 D ^ ( o 2g  ^ 28  * 


Si  può  dunque  concludere  che: 

Per  fare  la  differenza  di  due  numeri  misti , trasformando 
prima,  se  occorre,  il  minuendo  per  modo  che  la  sua  frazione 


108 


LIBRO  II.  - CAP.  Vili. 


resulti  maggiore  di  quella  del  sottraendo,  si  possono  separata- 
mente  sottrarre  gli  interi,  separatamente  le  frazioni  e far  poi 
la  somma  dei  due  residtati. 


§ 2.  Moltiplicazione  e divisione. 

213.  Si  dimostra  facilmente  la 

Regola.  — Per  moltiplicare  fra  loro  due  frazioni  basta  dare 
al  prodotto  dei  numeratori  di  esse  frazioni  per  denominatore  il 
prodotto  dei  loro  denominatori. 

E infatti,  per  avere  il  prodotto  della  frazione^  per  l’altra 
— , dovremo  (n.  41)  operare  sul  moltiplicando  come  per  de- 
finizione si  opera  sull’unità  per  avere  il  moltiplicatore  Ora 
~ si  ha  dall’unità  dividendo  essa  per  n e moltiplicando  poi 
l’unità  frazionaria  che  resulta  per  m;  dunque  il  prodotto 
di  per  — è eguale  ad  jj-  : wj  X m ; ma  per  dividere  per  n 
la  frazione  ^ basta  moltiplicare  il  suo  denominatore  (n.  197), 

con  che  si  ha  la  frazione  per  moltiplicare  questa  per  m si 

deve  (n.  189, 8°)  moltiplicare  per  m il  suo  numeratore,  dunque 

si  arriva  alla  frazione  aL  ' m- , e la  regola  è dimostrata. 
b . n 1 

Da  essa  supponendo  che  il  moltiplicatore  si  riduca  a un 
intero  si  ritorna  naturalmente  a quella  del  n.  189, 3°,  che  non 
stiamo  a ripetere  e,  supponendo  invece  intero  il  solo  molti- 
plicando, si  ha  l’altra 

Regola.  — Per  moltiplicare  un  intero  per  una  frazione  basta 
moltiplicare  finterò  per  il  numeratore  della  frazione  e divi- 
dere il  prodotto  per  il  denominatore. 

La  prima  regola  dimostrata  permette  poi  di  avere  il  pro- 
dotto quando  uno  dei  fattori  è un  numero  misto  o lo  sono 
entrambi,  purché  prima  si  sostituisca  ad  essi  la  frazione  im- 
propria corrispondente. 


moltiplicazione  di  numeri  razionali. 
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Ecco  degli  esempi 


!X7|=8xf-^  = 60- 


gly  2—  — — X — 
M " 4 X 3 


27X7 


4X3 

214.  Dalle  regole  esposte  si  deduce: 


9 X 7 63  1 K 8 


1°.  Le  proprietà  del  n.  42  relative  al  prodotto  di  numeri 
eguali  o differenti  per  lo  stesso  numero , o di  numeri  disegnali 
per  numeri  eguali , sussistono  anche  se  alcuni  o tutti  questi  nu- 
meri sono  frazionari. 

2°.  Il  prodotto  di  un  numero  per  una  frazione  è minore  o 
maggiore  del  moltiplicando,  secondo  che  il  moltiplicatore  è minore 
o maggiore  dell'unità. 

8°.  Il  prodotto  di  due  frazioni  gode  della  proprietà  commu- 
tativa. 


perchè  se  alle  due 


E infatti: 

p < m 
q > n q 7 

prime  frazioni  sostituiamo  le  eguali  di  egual  denominatore, 
che  potremo  indicare  con  e dovrà  resultare  a'  = m',  e 


-o  « , a < m v a 

1 . Se  er  = — sara -r 
b > n b 


allora  sarà 


a' . p < m . p 
< l > <1 


cioè 


0 

a . p < m . p 

d .q  > d .q  ’ 


relazioni,  che  coincidono  con  quelle  da  dimostrare.  Nello 
stesso  modo  si  dimostrerebbero  le  proprietà  analoghe. 

2°.  Se  è > 1,  è k • ^ > k;  infatti  queste  relazioni  sono 

caso  particolare  delle  precedenti. 

qo  a-  i.  a m ma  , < . , „ ..  a . m 

3 . Si  ha  t-  . — = — . t •>  perche  le  due  frazioni  —, , 

b n n b ’ r b.n 

^ hanno  i termini  rispettivamente  eguali,  giacché,  pei 

numeri  interi  sussiste  la  proprietà  commutativa. 

215.  Per  enunciare  con  semplicità  la  regola  di  divisione 
delle  frazioni  premettiamo  la 


Definizione.  — Due  frazioni  si  dicono  inverse,  quan- 
do il  numeratore  dell’ima  è il  denominatore  dell’al- 
tra e viceversa. 
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È chiaro  che  il  prodotto  di  due  frazioni  inverse  è V unità , 

. o ...  a b a .b 
infatti  t-  . — = t — = 1. 
b a b . a 

2S6.  Ecco  ora  la 

Regola.  — Per  dividere  una  frazione  per  un’altra  basta 
moltiplicare  la  frazione  dividendo  per  la  frazione  inversa  del 
divisore. 

a.  , . , , a m a v ii  . „ a .n 

oi  deve  dunque  dimostrare  che  -r  : — — t X — cioè  z . 

b n b m k ™ 


' L • 

o . m 


E infatti  X — = r ‘ — * — , ma  questa  frazione, dividendo 
i due  termini  per  m e per  n , si  riduce  al  dividendo  dunque, 

per  la  definizione  di  divisione,  è ^ realmente  il  quoziente 

a m 
di  x per  — . 

è r w 

Da  questa  regola  supponendo  che  il  divisore  si  riduca  a 
un  numero  intero  si  ritrova  il  resultato  del  n.  197  e se  è in- 
tero il  solo  dividendo  si  potrà  dire  che 

Il  quoziente  di  un  intero  per  una  frazione  si  ha  moltiplicando 
l’intero  per  il  denominatore  di  questa  frazione  e dividendo  il 
prodotto  per  il  numeratore. 

La  prima  regola  dimostrata  permette  poi  anche  di  avere 
il  quoziente  se  uno  dei  termini  è un  numero  misto  o lo  sono 
entrambi,  purché  prima  si  sostituisca  ad  esso  la  frazione  im- 
propria corrispondente.  , 

Ecco  degli  esempi: 

„ s 5 31  5 31  X 6 31  X 3 93  8 

: 6 “ 4:  6 “ 4X5  ~ 2X  5 “10  9l°; 

5n4  33  44  33  X 5 3X5_15* 

4 7 : y 5 - 7 : 5 - 7 x 44  - 7 x 4 28  * 

217.  Dalle  regole  esposte  si  deduce: 

1°.  Le  proprietà  del  n.  51  relative  al  quoziente  di  numeri 
eguali  o differenti  per  lo  stesso  numero , o di  numeri  eguali  per 
numeri  diseguali,  sussistono  anche  se  alcuni  o tutti  questi  nu- 
meri sono  frazionari. 

2°.  Il  quoziente  di  un  numero  per  una  frazione  è maggiore 
o minore  del  dividendo , secondo  che  il  divisore  è minore  o mag- 
giore dell’unità. 


DIVISIONE  DI  NUMERI  RAZIONALI. 


Ili 


3°.  Il  quoziente  di  due  numeri,  anche  frazionari,  è eguale  a 
quello  degli  altri  due  che  si  ottengono  moltiplicandoli  o dividen- 
doli entrambi  per  un  terzo  anche  frazionario. 

Le  prime  due  proprietà  sono  evidenti  come  conseguenza 
della  regola  che  dividere  per  una  frazione  significa  moltipli- 
care per  l’inversa;  in  quanto  alla  3a,  cioè  l’ invarianti  va, 
dobbiamo  prima  dimostrare  che 

a m __  a p m p 
b * n b ' q ' n ’ q 
e infatti  il  secondo  membro  dà: 

a . p t m .p  _ a . p n . q _ a.p.n.q 
b.q'n.q~b.q  m . p ~~  b . q . m . p ’ 

e semplificando  quest’ultima  frazione  si  ottiene  l’altra 


che  è appunto  il  quoziente  di  per  — - . 


n 

È poi  anche  evidentemente 

a_  < m_  __  (a_  p\  < fm_  p\ 
b * n \b  ' q)  \n  ' qr 


perchè  essendo  il  secondo  membro  eguale  a - 


q m q . . 

. : — . — si  n- 

b p n p 

cade  nel  caso  già  considerato. 

218.  Dopo  le  considerazioni  fatte  ai  n.  208,  211  non  ci 
rimane,  per  poter  asserire  che  tutte  le  proprietà  che  si  hanno 
pei  numeri  interi  in  relazione  alla  moltiplicazione  e alla  divi- 
sione si  mantengono  anche  pei  frazionari , altro  che  da  dimo- 
strare quelle  regole  che  si  riferiscono  alle  operazioni  per  parti, 
cioè  alla  proprietà  distributiva. 

Basterà  evidentemente  limitarci  a provare  che 


TJna  somma  (o  una  differenza)  si  moltiplica  (o  si  divide)  per 
un  numero  moltiplicandone  (o  dividendone)  i termini  per  questo 
numero  e sommando  (o  sottraendo)  i resultati  parziali , anche 
quando  si  tratta  di  numeri  frazionari , 


perchè  la  regola  che  dà  il  prodotto  di  due  somme  è con- 
seguenza della  prima  delle  precedenti  ; e potremo  anche,  per 
considerare  insieme  il  caso  della  somma  e della  differenza, 
supporre  la  prima  di  due  soli  termini,  tanto  il  procedimento 
stesso  proverà  che  la  dimostrazione  sussiste  qualunque  sia 
il  numero  degli  addendi. 

Considereremo  più  casi. 
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1°.  Abbiasi  dunque  da  fare  il  calcolo  Xp  e sia 

per  ora  p un  intero. 

Il  prodotto  considerato  sarà  la  somma  di  p addendi  eguali 
al  moltiplicando,  cioè 


(Hi WH3HH-I) 


+ .... 


Ma  a questa  espressione,  pei  teoremi  dei  n.  29,  37,  che  si 
sa  già  (n.  208),  valgono  anche  pei  numeri  frazionari,  può  darsi 
la  forma 


a 


+ F + ÌT  + 


-H(; 


- + - 
d + d 


•••) 


che  è eguale,  essendo  nelle  somme  gli  addendi  in  numero 

di  p,  alla  espressione  . p + ^ . p , che  dimostra  nel  caso 

considerato  il  teorema. 

2°.  Abbiasi  da  fare  il  calcolo 


(Hi)' 


e sia  q un  intero;  dobbiamo  dimostrare  che  esso  porta  al 
resultato  : 

fi  :«)  * tM- 

E infatti  pel  resultato  precedente,  e per  regole  note  (n.  213, 
216)  si  ha: 

«a  \ , (c  \\  a .q  , c.q  a , c 

biV  ± [d^n^TTq* rrq-b±d- 

3°.  Sia  infine  frazionario  anche  il  moltiplicatore  e si  abbia 
da  fare  il  calcolo: 


(Hi)*!' 


P 

siccome  moltiplicare  per  — significa  moltiplicare  per^?  e di- 
videre il  prodotto  per  q , ed  essendo  p e q interi  è stato  già 
dimostrato  nei  casi  precedenti  che  basta  moltiplicare  e di- 
videre ogni  termine  della  somma  o della  differenza,  si  capisce 
che  ogni  termine  rimarrà  moltiplicato  per  p e diviso  per  q, 

cioè  moltiplicato  per  la  frazione  ^ . Se  poi  si  ricorda  che  di- 


MOLTIPLICAZIONI  E DIVISIONI  PER  PARTI. 
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vìdere  per  una  frazione  vuol  dire  moltiplicare  per  la  sua  in- 
versa ci  si  persuade  che  il  teorema  è dimostrato  in  ogni 
caso. 

219.  Dalle  proprietà  ora  dimostrate  si  può  trarre  profitto 
per  effettuare  per  parti  la  moltiplicazione  o la  divisione  di 
un  numero  misto  per  un  intero,  o il  prodotto  di  due  o più 
numeri  misti. 

Ecco  degli  esempi: 


Non  è male  osservare  che  effettuando  per  parti  il  pro- 
dotto di  due  numeri  misti  si  ottiene  sempre  la  somma  di 
quattro  addendi,  e che  converrà  sempre  ridurre  gli  ultimi 
tre,,  che  in  generale  sono  frazioni,  al  denominatore  dell’ ul- 
timo che  è il  prodotto  dei  due  precedenti. 


§ 3.  Prodotto  di  più  fattori  e potenze. 

220.  Da  quella  del  n.  213  si  deduce  la 

Regola.  — Per  avere  il  prodotto  di  più  frazioni  basta  dare 
al  prodotto  dei  numeratori  per  denominatore  il  prodotto  dei  loro 
denominatori. 

Infatti  se  ammettiamo  vera  la  regola  per  un  certo  nu- 
mero di  fattori,  essa  si  vede  sussistere  anche  per  un  fattore 
di  più,  giacche  ammettendo  che  sia 


5^X6  = (5  + ^) 
19f  :8-  (l8+  lf)  : 


«TX  6-| -(«  + !)  X (5  + -J) 


b_  li_  _ a .b  . . .h 
m'  n"  * * p m.n...p 


Testi,  Corno  di  matematiche.  Voi.  I.  — 8 
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e si  ha  subito  (n.  213) 

a_  b~  jk_ a.b...h  k 

m ' n p * q m .n  . . .p  * q 

a .b  . . .h  . k 

m .n  ...p  .q’ 

ma  essa  è vera  per  due  fattori,  dunque  (Introd.  XV)  sussiste 
in  generale. 

Questa  regola  si  applica  anche  nel  caso  in  cui  alcuni  fat- 
tori siano  interi,  o numeri  misti.  Basta  pensare  i primi  in 
forma  frazionaria  col  denominatore  eguale  all’unità  e sostituii  e 
ai  secondi  le  corrispondenti  frazioni  improprie. 

221.  La  regola  precedente  mostra  che 

Il  prodotto  di  più  fattori , anche  se  in  parte  o in  totalità  fra- 
zionari, gode  della  proprietà  commutativa 


perchè  variare  l’ordine  con  cui  si  moltiplicano  le  frazioni 
corrispondenti  ai  fattori  porta  soltanto  una  alterazione  nel- 
l’ordine dei  fattori  interi  che  compariscono  nei  due  termini 
della  frazione  predetta,  e perciò  questa  frazione  rimane  im- 
mutata. 

Se  ora  si  pensa  che  tutte  le  proprietà  già  studiate  (§  5 
del  cap.  II)  sul  prodotto  di  più  fattori  interi  sono  conse- 
guenza della  proprietà  commutativa,  ci  si  persuade  che  esse 
proprietà  continuano  a sussistere  anche  se  alcuni  o tutti  i 
fattori  sono  frazionari.  E anzi  avvertiamo  che  quelle  che  cor- 
rispondono alla  divisione  di  un  prodotto  per  un  numero,  o di 
un  numero  per  un  prodotto,  e che  sono  espresse  dalle  egua- 
glianze, 


a .b  . c a j b 

= — .b  .c—  a.  — . c 


m:(a  .b  .c) 


a . b .— . . 

ire  m 

m:a:b:c 


(n.  69) 
(n.  70) 


valgono  ora  senza  restrizione  di  sorta,  cioè  anche  nel  caso 
in  cui  i dividendi  da  considerarsi  non  siano  divisibili  pei  cor- 
rispondenti divisori,  e le  dimostrazioni  sono  per  queste  due 
ultime  regole,  come  del  resto  per  tutte  le  altre,  quelle  stesse 
del  § citato  ; soltanto  nell’ultime  due  i quozienti  che  si  con- 
siderano saranno  frazioni  invece  di  numeri  interi. 


222.  Definizione.  — Il  prodotto  di  più  fattori  eguali 
si  chiama  potenza,  anche  se  essi  fattori  son  frazionari. 


La  nomenclatura  e il  modo  di  scrivere  usati  pei  numeri 
interi  si  conserva  anche  pei  numeri  frazionari,  solo  è da  os- 
servarsi che  se  la  base  è frazionaria  per  indicare  la  potenza 
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è indispensabile  racchiudere  essa  base  fra  parentesi,  come 
resulta  anche  dalla  seguente 

Regola.  — La  potenza  di  una  frazione  è Valtra  frazione 
che  ha  per  termini  le  potenze  del  medesimo  grado  del  numera- 
tore e del  denominatore  della  frazione  base. 

È infatti  per  definizione  = -y  • -y  . . . y , dove  n è 

il  numero  dei  fattori  del  prodotto  del  secondo  membro,  e, 
per  la  regola  del  n.  220,  esso  prodotto  è eguale  ad  ^ ‘ ^ ' ‘ ’ ^ 
an  ,i 

che  coincide  con  perchè  in  ambedue  i termini  i fattori  sono 

in  numero  di  w.  Questa  regola  si  applica  anche  al  caso  in  cui 
la  base  sia  un  numero  misto,  purché  ad  esso  si  sostituisca 
la  frazione  impropria  corrispondente. 

Dai  resultati  del  n.  214,  2°  discende  che: 

Di  due  potenze  di  egual  grado  è maggiore  quella  che  ha  base 
maggiore;  di  due  potenze  di  egual  base  è maggiore , o minore , 
quella  di  maggiore  esponente,  secondo  che  la  base  è maggiore, 
o minore , dell’unità. 

223.  Le  regole  di  calcolo  dimostrate  per  le  potenze  al 
§ 6 del  cap.  II  e che  sono  espresse  dalle  eguaglianze 


am  . an  . a?  = am+n+ p (n.  73) 

am  : an  = am-n  (n.  74) 

(a  . b ...  h)n  = au  . b™  ..  .hn  (n.  75) 

(a  : b)n  = an  :bn  (n  76) 

(«“)“  = a m*11  (n  77) 


sono  conseguenza  della  definizione  stessa  di  potenza  e delle 
proprietà  del  prodotto  di  più  fattori;  questa  definizione  e 
queste  proprietà  sussistono  pei  numeri  frazionari,  dunque  esse 
regole  valgono  anche  se  la  base  è frazionaria.  Notiamo  che 
nelle  eguaglianze  precedenti  gli  esponenti  rappresentano  nu- 
meri interi,  e che  per  la  seconda,  deve  essere  m>n. 

§ 4.  Proprietà  dei  quozienti. 

224.  Lo  studio  fatto  nei  §§  precedenti  sulle  frazioni  mostra 
che  tutte  le  loro  proprietà  e regole  di  calcolo  discendono  dalle 
due  seguenti: 

1°.  Il  prodotto  di  una  frazione  per  il  suo  denominatore  è 
eguale  al  suo  numeratore  (n.  190). 
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2°.  Ogni  frazione  è eguale  a ciascuna  di  quelle  die  si  ot- 
tengono sostituendo  ai  due  termini  di  essa  i prodotti  loro  per 
un  qualunque  numero  intero  (n.  195). 

Ora  pei  quozienti,  quando  al  numeratore  si  sostituisca  il 
dividendo,  e al  denominatore  il  divisore,  la  prima  proprietà 
vale  per  definizione,  e la  seconda  è stata  ad  essi  estesa,  to- 
gliendo anzi  ogni  restrizione  circa  al  moltiplicatore  dei  due  ter- 
mini colla  dimostrazione  del  n.  217,  3°.  Si  prevede  perciò  che 
tutte  le  proprietà  e le  regole  di  calcolo  che  si  hanno  per  le  frazioni 
devqno  sussistere  pure  per  i quozienti  anche  a termini  frazionari. 

E ciò  è difatti,  come  ora  dimostriamo  in  questo  §. 

225.  Intanto  la  seconda  proprietà  fondamentale  ci  per-, 
mette  di  dire  che: 

1°.  Ad  ogni  quoziente  a termini  frazionari  si  potrà  sosti- 
tuire, quando  si  creda  conveniente , il  quoziente  a termini  interi 
che  si  otterrà  moltiplicando  i due  termini  del  primitivo  per  il 
minimo  comune  multiplo  dei  denominatori , e che  ridotto  ai  mi- 
nimi termini  evidentemente  sarà  la  forma  più  semplice  che  possa 
attribuirsi  al  quoziente  dato. 


Così,  per  es.,  avremo 


5 __8  5 15_ 

6 r = 6 • 4 “ 

5 X 12  15  X 12 

“ 6 : 4 


ft  xi2):(f  X12) 

K v „ wo  io 


2°.  Dati  più  quozienti  sarà  possibile  trasformarli  in  altri 
eguali  che  abbiano  tutti  il  medesimo  divisore,  moltiplicando  i 
due  termini  di  ciascuno  pel  prodotto  dei  divisori  dei  rimanenti. 


Yale  a dire,  che  ai  quozienti 

a b c 
> — ì — » 
m n p 

per  es.,  potranno  essere  sostituiti  i seguenti 
a.n.p  m .b  .p  m .n  . c 
m.n.p  ’ m .n.p’  m .n.  p ' 

anche  se  i numeri  a,  b , c,  m,  n,  p sono  in  parte  o in  totalità 
frazionari. 

Oppure,  quando  per  la  natura  del  calcolo  si  creda  più  con- 
veniente, ai  dati  quozienti  potranno  sostituirsi  le  corrispon- 
denti frazioni  irriducibili  che  potranno  occorrendo,  esser  ri- 
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dotte  al  minimo  denominatore  comune;  trasformazioni  queste 
che  molto  opportunamente  potranno  eseguirsi  quando  si  abbia 
da  fare  l’addizione  o la  sottrazione  di  quozienti  a termini  fra- 
zionari. 

226.  Ma  senza  sostituire  ai  quozienti  le  frazioni  ordinarie 
corrispondenti  potranno  essi  esser  trattati  nel  calcolo  colle 
stesse . regole  delle  frazioni. 

E infatti  le  relazioni: 


la. 

a t b , c a + b + c 

“b  r — ■ 

2a. 

m in  m m 

a b a — b 

3a. 

m m m 1 

a b c a .b 

4a. 

m ' n * p m.n.p 1 
a b a n 

5a. 

m * n ~ m ’ b 1 

\bl  b n 

(quando  per  la  2a  si  supponga  b)  possono  facilmente  esser 
dimostrate  anche  quando  i simboli  che  vi  compariscono  si 
intendano  corrispondere  a numeri  frazionari. 

Le  prime  due  intanto  resultano  dimostrate  dai  teoremi 
del  n.  218,  per  la  2a  proprietà  caratteristica  déll’eguaglianza 
(n.  18,  I,  2°). 

Per  la  3a  basta  osservare  che  chiamando  q , q e q le  fra- 
zioni irriducibili  eguali  ai  quozienti—)  — ? — » si  ha: 

^ m n p 

a = m . <7, 
b = n . q, 
c — p . q", 


e quindi,  moltiplicando  fra  loro  i primi  membri  e fra  loro  i 
secondi,  resulterà 

a . b . c — (m  . q) . (n  . q) . (p  . q "), 

cioè  (n.  221) 


e perciò 


a . b . c = (m  . n . p) . (q  . q . q" 
, „ a .b  .c 

q-q  -q  =:; 


m . n .p 

per  la  4a  osservare  che,  pel  resultato  ora  ottenuto,  è 
b a .li  .b  a 


f a n\ 
V m * b ) 


X — = 


m .b  .n 
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La  5a  poi  non  è che  un  caso  particolare  della  3a. 

In  forza  di  questi  resultati  si  stabilisce  la  seguente 

Definizione.  — I quozienti  a termini  frazionari  di- 
co n si  frazioni  a termini  frazionari,  o anche  frazioni  ge- 
nerali. 


CAPITOLO  IX. 

Frazioni  e numeri  decimali. 


§ 1.  Definizioni  — Riduzione  di  una  frazione  decimale 
in  numero  decimale  e viceversa  — Regole  per  leg- 
gere E SCRIVERE  I NUMERI  DECIMALI. 

227.  Definizioni.  — I.  L’unità  frazionaria  che  ha 
per  denominatore  l’7^ma  potenza  del  dieci  dicesi  unità 
decimale  delFnmo  ordine. 

Resulta  da  questa  definizione  che 

Ciascuna  unità  decimale  è la  somma  di  dieci  unità  decimali 
deir  ordine  immediatamente  superiore, 

infatti  X 10  ; e dunque  il  decimo  è la  somma 

di  10  centesimi , il  centesimo  quella  di  10  millesimi  e via  di- 
cendo; così  che  fra  le  unità  decimali  dei  vari  ordini  sussi- 
stono, ma  in  ordine  inverso,  quelle  medesime  relazioni  che 
collegano  le  unità  intere  dei  vari  ordini. 

IL  Si  chiamano  frazioni  decimali  quelle  che  hanno 
per  denominatore  una  potenza  del  dieci, 

come  per  es.-j^>  ecc.  Dna  frazione  decimale  può 
k 

dunque  esprimersi  scrivendo  essendo  & ed  n numeri  interi. 

228.  Teorema.  — Ogni  frazione  decimale  propria  può  es- 
sere decomposta  nella  somma  di  piu  unità  decimali  dei  vari  or- 
dini, e se  di  ciascun  ordine  le  unità  devono  essere  meno  di  dieci 
la  decomposizione  non  può  farsi  che  in  una  sola  maniera. 


NUMERI  DECIMALI. 
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h 

Sia  una  frazione  decimale  propria;  è allora  (n.  188) 

&<10n,  e il  numero  intero  h ba  dunque  al  più  n cifre;  se 
lo  decomponiamo  quindi  nella  somma  delle  sue  unità: 

r . IOp  + s . 10p~x  + ....+  c . IO2  + d . 10  + u, 

(essendo  dunque  r,  s, . . . c,  d,u  le  cifre  del  numero  k)  sarà 
certo  p al  più  eguale  ad  n — 1,  cioè  sempre  minore  di  n.  Ma 

la  frazione  gg^-  è (n.  191)  il  quoziente  di  k pér  10n,  dunque  si  ha 

k r . 10p  + s . 10p_1  + . . . + c . IO2  + d . 10  + u 
10*  ~ 10* 

r . 10p  s . IQp-1  c.  IO2  ri.  10  u 

~~  10n  + 10n  + • • • + 10*  + 10*  + 10* 

- r i g i , C d u 

10u-p  + 10Q-p+1  + i ••  + 10n~2  + IO11-1  + 10*’ 

e il  teorema  è dimostrato. 

Per  es. 

8567  __  8_  _5_  _6_  _7_ 

10000  ~ 10  + 10*  + IO3  + IO4  * 

229.  Facciamo  ora  in  armonia  con  ciò  che  fu  fatto  al  nu- 
mero 82  la  seguente 

Convenzione.  — Se  dopo  un  numero  intero  che,  può  essere 
anche  zero,  si  pone  una  virgola  e dopo  si  scrivono  di  seguito 
più  cifre , si  ammette  che  ciascuna  di  esse  rappresenti  unità  de- 
cimali il  cui  ordine  è dato  dal  numero  che  segna  il  posto  di 
essa  cifra  rispetto  alla  virgola, 

e allora  si  vede  che  ogni  frazione  decimale,  anche  se  im- 
propria, potrà  essere  scritta  in  una  forma  nuova  in  cui  il 
denominatore  è sottinteso. 

Infatti  per  es.  la  frazione  decimale  considerata  al  numero 

32 

precedente  si  scriverà  0,8567;  l’altra  gggg,  perchè  eguale  a 

3 2 98753 

Ìqì  + jqs,  si  scriverà  0,032;  l’altra  -,  che  è impropria  ed 

753  7 5 3 

eguale  a 98  f jggg  = 98  + • gg  + Jqì  + jg?»  si  scriverà  98,753. 
Possiamo  dunque  enunciare  la 

Definizione.. — Il  numero  che  esprime  una  frazione 
decimale,  scritto  applicando  la  precedente  conven- 
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zione,  dicesi  numero  decimale.  Il  numero  che  precede 
la  virgola  dicesi  la  sua  parte  intera  e quello  che  la 
segue  parte  decimale. 

230.  Basta  un  po’  d’attenzione  per  dedurre  da  quanto  pre- 
cede la  dimostrazione  delle  seguenti  notissime 

Regole.  — I.  Per  avere  il  numero  decimale  che  esprime  una 
data  frazione  decimale  si  scrive  il  numeratore  di  questa  fra- 
zione, facendolo  se  occorre  precedere  da  quanti  zeri  abbisognano 
perchè  le  cifre  scritte  siano  in  egual  numero  di  quelle  del  de- 
nominatore, e delle  cifre  stesse  se  ne  separano,  alla  destra  con 
una  virgola  tante,  quanti  sono  gli  zeri  di  questo  denominatore. 

IL  Per  avere  la  frazione  decimale  che  corrisponde  ad  un 
numero  decimale  dato  si  prende  per  numeratore  il  numero  stesso, 
dopo  avervi  soppresso  la  virgola  e gli  zeri  che  lo  potevano  pre- 
cedere, e per  denominatore  il  numero  formato  dalV unità  seguita 
da  tanti  zeri,  quante  sono  le  cifre  della  sua  parte  decimale. 

III.  Per  leggere  un  numero  decimale  si  legge  prima  la  parte 
intera,  se  dè,  e poi  la  parte  decimale  come  se  fosse  un  intero, 
facendola  seguire  dalla  denominazione  delle  unità  decimali  che 
corrispondono  alVultima  cifra  verso  destra. 


§ 2.  Proprietà  dei  numeri  decimali. 

231.  Teorema  I.  — Se  in  un  numero  decimale  si  trascurano 
quante  cifre  si  vogliono  alla  destra  della  parte  decimale,  il  nu- 
mero che  corrisponde  alla  parte  che  si  trascura  è minore  di 
una  unità  decimale  dell’ordine  che  corrisponde  alVultima  cifra 
a destra,  che  si  conserva. 

Infatti  se  p è il  numero  delle  cifre  che  si  trascurano,  k 
il  numero  intero  da  esse  espresso,  e m segna  l’ordine  dell’ul- 
tima cifra  di  esse  a destra,  vale  a dire  il  numero  delle  cifre 
della  parte  decimale  del  numero  che  si  considera,  la  parte 
k 

trascurata  saràjQ^-  e l’pltima  cifra  conservata  corrispon- 
derà a unità  decimali  dell’ordine  m — p;  ossia  una  di  esse 
sarà  precisamente  unità  frazionaria  che  è eguale  a 

10»  10» 

10— p io*  “ 10m  * 

Ma  il  numero  k ha  al  più  p cifre,  10p  ne  ha  p + 1,  dunque 
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è certo  10p  > k e questo  prova,  come  era  da  dimostrare, 
che 


Corollario.  — In  un  numero  decimale  sono  in  complesso 
tante  unità  di  un  dato  ordine  intero  o decimale  quante  ne  esprime 
il  numero  che  si  ottiene  sopprimendo  in  quello  dato  e la  virgola 
e le  cifre  che  a destra  seguono  quella  che  esprime  unità  dell’or- 
dine considerato. 

Per  es.,  nel  numero  decimale  36,58672  sono  36586  mille- 
simi ; infatti  la  parte  trascurata  è pel  teorema  precedente 
minore  di  un  millesimo. 

232.  Teorema  IL  — Un  numero  decimale  rappresenta  sem- 
pre la  medesima  frazione  decimale  qualunque  sia  il  numero 
degli  zeri  che  si  scrivono  alla  destra  della  sua  parte  decimale , 
o che  vi  si  sopprimono  se  ve  ne  sono. 

Infatti  lo  scrivere  o il  sopprimere  questi  zeri,  per  la  re- 
gola II  del  n.  230,  corrisponde  a moltiplicare  o dividere  per 
una  stessa  potenza  del  10  i due  termini  della  frazione  deci- 
male che  corrisponde  al  numero  che  si  considera^  ciò  non 
altera  la  frazione  stessa. 

Corollario.  — Per  fare  in  modo  che  più  numeri  decimali 
esprimano  tutti  unità  decimali  del  medesimo  ordine  basta  scriver 
di  seguito  a quelli  che  hanno  meno  cifre,  dopo  la  virgola , quanti 
zeri  occorrono  perchè  tutti  abbiano  nella  parte  decimale  il  me- 
desimo numero  di  cifre. 

233.  Teorema  III.  — Un  numero  decimale  rimane  molti- 
plicato (o  diviso)  per  l’mm&  potenza  del  10 , spostando  in  esso  la 
virgola  di  m posti  verso  destra  (oppure  verso  sinistra). 

Osserviamo  prima  che  questi  spostamenti  della  virgola 
verso  destra  o verso  sinistra  sono  sempre  possibili  qualun- 
que sia  m,  perchè  quando  le  cifre  decimali  del  numero,  o 
della  parte  intera,  non  fossero  sufficienti  si  può  scriver  sem- 
pre dopo  le  prime,  o prima  delle  seconde,  quanti  zeri  si  vo- 
gliono. 

E ora,  se  consideriamo  le  due  frazioni  decimali  che  cor- 
rispondono al  numero  decimale  primitivo  e a quello  ottenuto 
col  detto  spostamento  della  virgola,  esse  frazioni,  per  la  re- 
gola II  del  n 230,  avranno  lo  stesso  numeratore;  ma  nel 
denominatore,  nel  caso  dello  spostamento  verso  destra,  si 
avranno  per  la  seconda  m zeri  di  meno,  e per  lo  spostamento 


k 

10m 
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verso  sinistra  invece  m zeri  di  più;  vale  a dire  che  il  deno- 
minatore della  seconda  sarà  eguale  al  quoziente,  o al  pro- 
dotto, di  quello  della  prima  per  10m  e dunque  la  seconda 
frazione,  sarà  eguale  al  prodotto,  o al  quoziente,  della  prima 
per  10m.  Il  teorema  è dunque  dimostrato. 

Corollario.  — II  quoziente  completo  della  divisione  di  un 
numero  intero  per  una  potenza  del  10  è eguale  al  numero  deci - 
male  che  si  ottiene  separando  alla  destra  dell’ intero  colla  virgola 
tante  cifre , quante  sono  le  unità  del  grado  di  questa  potenza. 


§ 3.  Operazioni  con  numeri  decimali. 

234.  Per  giustificare  le  note  regole  di  addizione  e di  sot- 
trazione dei  numeri  decimali,  che  qui  crediamo  superfluo  ri- 
portare, basta  pensare  che  lo  scrivere,  come  si  fa,  gli  addendi 
colle  cifre  e le  virgole  in  colonna,  equivale  a considerare  le 
frazioni  decimali  ad  essi  corrispondenti  come  tutte  ridotte  ai 
medesimo  denominatore  (n.  232,  cor.)  e che  porre,  dopo  ese- 
guita la  somma,  o la  differenza,  la  virgola  in  essa  sotto  quella 
dei  termini  considerati,  è quanto  dare  alla  somma  o alla  dif- 
ferenza dei  numeratori  delle  frazioni  stesse  per  denomina- 
tore il  denominato!’  comune  (n.  233,  cor.),  procedimenti  questi 
che  sono  in  armonia  con  le  regole  dei  n.  207  e 210. 

235.  Dimostreremo  ora  l’altra 

Regola.  — Si  ha  il  prodotto  di  due  o più  numeri  decimali 
moltiplicando  dapprima  essi  numeri  facendo  astrazione  dalla  vir- 
gola, cioè  considerandoli  come  interi,  e separando  poi  nélV ultimo 
prodotto  tante  cifre  decimali,  quante  ne  hannotutti  i fattori  insieme, 

limitandoci,  come  è sufficiente,  al  caso  di  due  soli  fattori. 

Supponiamo  che  h e k siano  i numeri  interi  che  si  hanno 
dai  decimali  considerati  omettendo  la  virgola,  che  il  primo 
numero  abbia  m cifre  decimali,  l’altro  n ; le  frazioni  decimali 

h k 

corrispondenti  ai  numeri  da  moltiplicare  saranno  ^ ; 
il  loro  prodotto  è (n.  213) 

h.k  h.k 
10m  . 10n  “ 10m+n  ; 

e ciò,  per  il  corollario  del  n.  233,  dimostra  la  regola. 

Corollario. — Per  avere  la  potenza  nma  di  un  numero  che 
ha  p cifre  decimali,  basta  fare  la  potenza  nma  del  numero  in- 
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tero  che  si  ha  da  quello  dato  sopprimendo  la  virgola , e separare 
nel  resultato  p X n cifre  decimali. 

236.  Secondo  che  occorre  di  avere  il  quoziente  di  due  nu- 
meri decimali  espresso  in  frazione  ordinaria,  o in  numero 
decimale,  si  applicano  le  due  regole  che  seguono. 

Regola  I.  — Per  avere  il  quoziente  completo  della  divisione 
di  due  numeri  decimali  si  devono  moltiplicare  i due  numeri  per 
la  potenza  del  10  (n.  233)  il  cui  esponente  è il  maggiore  dei 
due  numeri  che  dicono  quante  cifre  decimali  hanno  i numeri 
stessi  e calcolare  il  quoziente  completo  (n.  191)  dei  due  numeri 
interi  che  resultano. 

E questa  regola  è evidente  per  la  proprietà  del  n.  217,  3°. 
6r  GS’  36,524  _ 36524  3484  _ 87i 

8,26  8260  4:8260  ' 4 2065  * 

237.  Teorema.  — Solo  in  casi  eccezionali  è possibile  avere 
il  quoziente  di  due  numeri  decimali  espresso  con  un  numero  de- 
cimale. 

Se  infatti  sono  le  frazioni  decimali  eguali  ai 

. , ,.  . N a b a 10n  a 10n 

numeri  dati,  si  avra  • ~y  = j • ora,  se- 

< 10n  1 

condo  che  è m = n,  la  frazione  si  riduce  a 10n_m,  1, 

rispettivamente,  e quindi,  perchè  il  quoziente  considerato  po- 
tesse esprimersi  in  decimali,  occorrerebbe  che  della  frazione 

^ esistesse  una  eguale  il  cui  denominatore  fosse  una  potenza 

del  10;  ma  questo,  per  il  teorema  del  n.  203,  sarebbe  possibile 
solo  quando  il  denominatore  della  frazione  irriducibile  eguale 

ad  ^ fosse  un  divisore  di  una  potenza  del  10,  e siccome  questo 

potrà  essere  solo  in  casi  eccezionali  il  teorema  è dimostrato. 

238.  Ma  prima  di  seguitare  occorre  conoscere  la 

Definizione.  — Si  chiama  valore  approssimato  per 
difetto,  o per  eccesso,  a meno  di  — di  un  dato  nu- 
mero a , quell’ altro  numero  k,  minore  (o  maggiore) 
di  a , tale  che  la  differenza  a — k (oppure  k — a)  sia 

minore  di  — . 

n 
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Per  es.  il  quoziente  incompleto  della  divisione  di  due  nu- 
meri interi,  e questo  quoziente  aumentato  di  1,  son  due  valori 
approssimati  a meno  di  una  unità,  il  primo  per  difetto,  il  se- 
condo per  eccesso,  del  quoziente  completo  dei  numeri  stessi". 

239.  E ora  possiamo  enunciare  per  la  divisione  dei  nu- 
meri decimali  la 

Regola  II.  — Per  avere  il  quoziente  approssimato  per  difetto 

a meno  di  della  divisione  di  due  numeri  decimali , bisogna 

spostare  nei  due  numeri  verso  destra  la  virgola  di  tanti  posti , 
quante  sono  le  cifre  decimali  del  divisore  (il  che  rende  intero 
questo  divisore. );  dividere  il  dividendo,  considerando  in  esso  n ci- 
fre decimali  (cioè  scrivendovi  di  seguito  un  numero  conveniente 
di  zeri,  lasciandolo  inalterato,  trascurando  alcune  sue  cifre , se- 
condo che  n è maggiore,  eguale  o minore  del  numero  delle  cifre 
decimali  rimaste  nel  dividendo),  calcolare  il  quoziente  incompleto 
di  questo  nuovo  dividendo,  considerato  come  intero,  per  il  divi- 
sore, e separare  in  questo  quoziente  incompleto  n cifre  decimali. 

La  parte  della  regola  che  rende  intero  il  divisore  non  ha 
bisogno  di  dimostrazione  (n.  217,  3°,  233)  ; per  dimostrare  la 

seconda,  consideriamo  nella  forma  la  parte  del  dividendo 

che  entra  nel  calcolo  : indichiamo  con  b il  divisore  e sia  q 
il  quoziente  e r il  resto  della  divisione  dell’intero  a per  b. 

Risultando  -y  = q + -y,  e dividendo  i due  membri  per  10n,  si  ha 

JL.h Lm  r 

10n  * 10n  "r"  b . 10n  ’ 

e la  parte  che  si  trascura  nel  quoziente,  seguendo  la  regola, 

è -r~r.  An  • Ma  nel  dividendo,  col  considerare  solo  n cifre  de- 
b . 10 

cimali,  può  esserne  stata  trascurata  una  parte:  essa  però  è 
minore  di  (n.  231),  dunque  la  parte  trascurata  in  totale 
nel  quoziente  è minore  di 

r . 1 r + 1 

VfW  + ò7T(P  “ b . 10n  » 

e siccome  è r + 1 al  più  eguale  a b , la  regola  è dimostrata. 
Si  deduce  che: 

Se  di  due  numeri  decimali  non  esiste  il  quoziente  esatto  come 
numero  decimale,  esso  può  però  sempre  aversi  approssimato  in 
questa  forma  con  un  errore  minore  di  qualsiasi  unità  decimale . 
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§ 4.  Riduzione  delle  frazioni  ordinarie  in  decimali. 
Numeri  decimali  periodici. 

240.  Teorema.  — La  condizione  necessaria  o sufficiente  af- 
finchè di  una  data  frazione  irriducibile  èsista  Veguale  deci- 
male è che  il  denominatore  della  prima  contenga  i soli  fattori 
primi  2 e 5., 

I.  Ammettiamo  che  della  frazione  irriducibile  ^ esista  l’e- 

k 

guale  decimale  allora  dovendo  a eb  essere  sottomultipli 

secondo  lo  stesso  numero  rispettivamente  di  k e 10m  (n.  199) 
bisogna  che  b sia  un.  divisore  di  10m,  e perciò  è necessario 
che  b contenga  i soli  fattori  primi  di  10m,  che  sono  quelli 
di  10,  cioè  2 e 5. 

II.  Ammettiamo  che  il  denominatore  b contenga  i soli 
fattori  2 e 5 ; sarà  cioè  b = 2m  . 5n,  e allora  per  ottenere  la 

frazione  decimale  eguale  ad  ^ è sufficiente  moltiplicare  i due 

termini  di  essa  per  5m_n  se  è m > n,  e per  2n-m  se  è m < w. 
Per  es.  : 

7 7 _ 7 X 52  7 X 25  . 175  175 

40  23  X 5 23  X 5 X 52  “ 23 . 53  IO3  1000 

9 _ 9 9X2  18  18  18 

50  2 X 52  ' 2 X 52  X 2 22  X 52  “ IO2  ~ 100  * 

Corollario.  — Se  di  una  frazione  irriducibile  esiste  Veguale 
decimale  il  numero  decimale  corrispondente  ha  tante  cifre  deci- 
mali, quante  sono  le  unità  del  maggiore  dei  due  esponenti  che 
figurano  nel  denominatore  ridotto  che  sia  nel  prodotto  di  numeri 
primi. 

241.  La  frazione  decimale  eguale  all’altra  ^ X 5n’ 
in  cui  supporremo,  per  fissare  le  idee,  m > n,  è: 

a X 5m~n . 

2m  X 5m  ; 

questa  può  scriversi,  moltiplicando  i due  termini  per  2mX5n=&, 

a 5m-nX  2m  X 5n  a . 10m 
b ' 2m  X 5m  “ 10m  : b 
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e dunque  si  vede  che,  con  calcolo  più  breve  di  quello  del  nu- 
mero precedente,  si  può  seguire  la 

Regola.  — Si  ottiene,  quando  esiste , il  numero  decimale 
eguale  a una  data  frazione , dividendo  il  numeratore  di  questa , 
considerato  come  un  numero  decimale , per  il  suo  denominatore 

procedimento  che  del  resto  poteva  immediatamente  dedursi 
dalla  proprietà  del  n.  191,  ma  che  qui  era  necessario  dedurre 
da  quello  precedente  per  togliere  il  dubbio  che  i due  proce- 
dimenti potessero  non  coincidere. 

242.  Ma  il  calcolo  della  regola  precedente  può  effettuarsi, 
ed  avere  il  valore  approssimato  della  frazione  data  a meno 

di  qualunque  sia  n,  anche  se  la  frazione  stessa  non  sod- 
disfa alla  condizione  del  n.  240,  e perciò,  se  lasciamo  n in- 
determinato, esso  calcolo  non  avrà  mai  termine,  perchè  non 
si  potrà  giungere  mai  a un  resto  nullo. 

A questo  proposito  sono  indispensabili  le  considerazioni 
che  seguono. 

Sia  data  una  frazione  ordinaria  che,  per  semplicità, 

supporremo  propria  (quando  non  lo  fosse,  si  potrebbero 
ripetere  le  considerazioni  che  ora  facciamo  per  la  frazione 
del  numero  misto  corrispondente),  e supponiamo  che  b non 
sia  divisore  di  una  potenza  del  10;  dividendo  allora  per  b il 
numero  a , considerato  come  decimale,  si  avrà  dapprima  zero 
per  parte  intera  del  quoziente  e un  resto  eguale  ad  a e poi 
non  potrà  mai  aversi  un  resto  zero,  per  quanto  grande  sia 
il  numero  delle  cifre  che  calcoleremo  al  quoziente. 

Ma,  perchè  il  resto  è minore  del  divisore,  il  maggiore 
dei  resti  che  possono  ottenersi  sàrà  b — 1,  e perciò  in  nu- 
mero di  b — 1 al  più,  ed  eguali  ad 

1,  2,  3,  .....  b-2,  6-1, 

ma  non  certo,  in  generale,  in  quest’ordine,  saranno  i resti  dif- 
ferenti che  nello  svolgersi  del  calcolo  si  potranno  ottenere. 

Resulta  perciò  che  dopo  un  certo  numero  di  divisioni  par- 
ziali, cioè  b al  più,  contando  quella  con  cui  si  è determinata 
la  parte  intera  del  quoziente,  dovrà  ripetersi  per  resto  uno 
di  quelli  già  ottenuti.  E allora  due  casi  soli  potranno  darsi: 
o il  primo  resto  che  si  ripete  è quello  ottenuto  nella  prima  di- 
visione, cioè,  nella  nostra  ipotesi  della  frazione  propria,  il  suo 
numeratore  a , oppure  uno  qualunque  dei  successivi . 

Nel  primo  caso  tutti  i resti  seguenti,  e di  necessità  anche 
le  corrispondenti  cifre  del  quoziente,  si  ripeteranno  segui- 
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tando  il  calcolo,  tutti,  e tutte,  neiridentico  ordine,  e indefi- 
nitamente ; e nel  secondo  i resti  che  precedono  quel  primo 
che  si  ripete,  e così  le  corrispondenti  cifre  del  quoziente  (al- 
meno nello  stesso  ordine)  non  potranno  più  ripetersi  ; mentre 
i resti  che  seguono  quello  che  si  è ripetuto,  e le  corrispondenti 
cifre  del  quoziente,  si  ripeteranno  tutti  e tutte,  nell’identico 
ordine  e,  seguitando  il  calcolo,  indefinitamente. 

I due  casi  appunto  si  danno  negli  esempi  qui  trascritti 

che  si  riferiscono  alle  frazioni  w e -tt  • 

7 44 


5,0  : 7 

10  0,714285 

30 
20 
60 
40 
5 


25,0  : 44 

3 00  o,5681 

360  ’ 

80 

36 


nel  primo  dei  quali,  continuando  il  calcolo,  si  ripeteranno 
indefinitamente  le  cifre  che  costituiscono  il  numero  714285, 
e nel  secondo,  dopo  le  cifre  5 e 6,  quelle  del  numero  81  in- 
definitamente. 

Vediamo  dunque  che  quando  la  frazione  data  non  sia 
riducibile  esattamente  in  decimale,  colla  divisione  (secondo  la 
regola  del  n.  241)  del  suo  numeratore  per  il  denominatore 
resulta  un  numero  decimale  speciale  del  quale,  non  appena 
un  resto  già  ottenuto  si  ripete,  si  potranno  scrivere  quante 
cifre  si  vogliono,  senza  fare  altri  calcoli,  e avere  così,  con- 
siderando un  numero  sufficiente  di  cifre,  un  numero  che  dif- 
ferisca dalla  frazione  data  per  meno  di  una  qualunque  unità 
decimale  piccola  a piacere. 

243.  Le  considerazioni  precedenti  ci  fanno  persuasi  del- 
l’esistenza di  numeri  decimali  di  nuova  specie  che  sono  con- 
templati nelle  seguenti 

Definizioni.  — I.  Si  chiama  numero  decimale  periodico 
semplice  quello  in  cui  la  parte  decimale  si  pensa 
avere  un  numero  infinito  di  cifre  che  resultano 
dalla  ripetizione  indefinita  di  un  certo  gruppo  di 
cifre,  che  si  seguouo  sempre  nel  medesimo  ordine. 

Questo  gruppo  di  cifre  dicesi  periodo. 

IL  Si  chiama  numero  decimale  periodico  misto  quello 
in  cui  la  parte  decimale  si  pensa  aver  un  numero 
infinito  di  cifre  che  resultano  in  principio  da  un 
certo  gruppo  di  cifre  che  più  non  si  ripete,  e poi 
da  un  altro  gruppo  che,  come  nei  periodici  seni- 
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plici,  si  ripete  indefinitamente.  Il  gruppo  che  non 
si  ripete  dicesi  antiperiodo,  o parte  non  periodica; 
quello  invece  che  sempre  si  ripete,  dicesi  periodo. 

Si  indicano  i numeri  periodici  scrivendo  una  sola  volta  il 
periodo,  ma  contrassegnandolo  in  qualche  modo  speciale,  per 
es.  con  un  rigo  al  di  sopra,  o chiudendolo  fra  parentesi.  Qui 
useremo  il  secondo  modo  e perciò  per  es.  i due  che  nascono 
dal  calcolo  del  n.  242  li  indicheremo  rispettivamente  scri- 
vendo 0,(714285),  0,56(81):  scritture  che  leggeremo  zero  e 
714285  in  periodo;  zero , 56  e 81  in  periodo. 

Acciocché  poi  non  nascano  equivoci,  stabiliremo  anche  la 
definizione 

III.  Un  numero  decimale  si  chiama  finito,  se  ha  un 
numero  finito  di  cifre  decimali. 

244.  Concluderemo  con  le  due  proposizioni  seguenti: 

Definizione.  — Ridurre  una  frazione  in  decimali  si- 
gnifica calcolare  il  numero  decimale  che  si  ha  divi- 
dendo il  numeratore,  considerato  come  decimale, 
per  il  denominatore;  e il  numero  decimale  che  si  ot- 
tiene dicesi  in  ogni  caso  eguale  alla  frazione  data. 

Teorema.  — Riducendo  una  frazione  in  decimali  o si  ori- 
gina un  numero  decimale  finito,  o un  periodico  semplice,  o un 
periodico  misto ; e questi  sono  tutti  e soli  i casi  possibili. 


§ 5.  Generatrici  dei  numeri  decimali  periodici. 


245.  Di  numeri  decimali  periodici  analoghi  a quelli  che 
provengono  dalla  riduzione  di  certe  frazioni  ordinarie  in  de- 
cimali se  ne  possono  considerare  quanti  se  ne  vogliono,  pren- 
dendo per  periodo,  o per  antiperiodo  e periodo,  dei  numeri 
scelti  ad  arbitrio;  è dunque  naturale  il  domandarci  se  in 
questo  ultimo  caso  esista  o no  la  frazione  che  ridotta  in  de- 
cimale dà  origine  a quel  qualsivoglia  numero  periodico  che 
si  considera. 

Dimostreremo  che  questa  frazione  in  ogni  caso  esiste,  e 
la  chiameremo  frazione  generatrice  del  numero  decimale  pe- 
riodico. Occorre  però  premettere  i seguenti  teoremi. 

^Teorema  I.  — Se  un  numero  decimale  periodico  ammette 
una  generatrice , non  ne  ammette  che  una. 
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Sia,  se  esiste,  la  generatrice  di  un  dato  numero  de- 
cimale periodico  minor  d’uno,  e ammettiamo  di  indicare  con 
Rn  il  numero  decimale  finito  (che  suol  dirsi  ridotta  nma  del 
numero  stesso)  che  si  ottiene  arrestando  esso  numero  aUT»""® 
periodo.  Se  allora  supponiamo  che  sia  stato  necessario  di 
scrivere  s zeri  accanto  ad  a per  poter,  colla  divisione  per  b, 
ottenere  tutte  le  cifre  del  numero  periodico  fino,  all'ultima 
dell’wmo  periodo,  è evidente  che  si  avrà  l’eguaglianza 


b “ rtn  ^ b * IO3 


in  cui  è r eguale  ad  a,  se  si  tratta  di  un  periodico  semplice, 
e differente  da  a se  si  tratta  di  un  periodico  misto. 

a ' 

Se  ammettiamo  ora  l’esistenza  di  un’altra  generatrice  -y  » 
dovrà  analogamente  aversi  l’altra  eguaglianza 


a' 

V 


Rn+  Y 


_1_ 

'IO3’ 


in  cui  è come  prima  r'  eguale,  o diverso,  da  a!  secondo  che 
si  tratta  di  un  periodico  semplice,  o misto. 

Sottraendo  membro  a membro  le  due  eguaglianze,  do- 
vrebbe aversi 


a_ 

b 


a' 

Y 


= Rn  -f- 


b IO8 


ossia  evidentemente 


Ma  se  -y  ey  son  diseguali,  il  primo  membro  di  questa 

eguaglianza  è un  numero  determinato,  sempre  il  medesimo 
qualunque  sia  il  numero  dei  periodi  che  si  considerano,  cioè 
qualunque  sia  s,  mentre  il  secondo  corrisponde  a numeri  di- 
seguali col  variare  di  s.  Quando  dunque  -y-  e -y-  siano  dise- 
guali, l’eguaglianza  non  può  sussistere;  occorre  perciò  che 
sia  -y-  = -y  , nel  qual  caso  è r = r' , dunque  il  teorema  è 
dimostrato. 


246.  Teorema  II.  — Se  un  numero  che  termina  con  uno  o 
più  zeri  si  divide  per  V altro  formato  da  tante  cifre  eguali  al  9 


Testi,  Corso  di  matematiche.  Voi.  I — 9 
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quante  sono  quelle  del  numero  stesso  meno  una,  si  ottiene  per 
quoziente  incompleto  la  prima  cifra  a sinistra  del  numero  stesso, 
e per  resto  il  numero  che  resulta  dal  sostituire  questa  cifra  al - 
Vultima,  che  è zero,  in  quello  espresso  dalle  cifre  del  numero 
dato  a cominciare  dalla  seconda , a sinistra , e considerate  nel 
medesimo  ordine. 

Siano  infatti  a,b,  c, . . .m,  0 le  cifre  del  numero,  in  numero 
din  + 1,  e ammettiamo,  come,  è naturale  di  supporre,  che 
alcune  almeno  delle  cifre  a,b,c...m,  siano  diverse  dal  9,  e 
che  alcune  di  esse,  a cominciare  dalla  prima,  possano  anche 
esser  nulle.  Conveniamo  di  indicare  il  numero  scrivendo 


abc . . . mO , 

il  segno  che  sta  di  sopra  essendo  posto  allo  scopo  di  non 
confondere  l’indicazione  con  un  prodotto.  Siccome  il  numero 
formato  da  n cifre  eguali  al  9 è evidentemente 

10n  — 1, 

si  tratta  di  dimostrare  che  il  quoziente  incompleto  della  di- 
visione di  questi  numeri  è 

a, 

e il  resto  è 

bc . . . ma  ’ 


E infatti  il  numero  bc  ...ma  è minore  di  10n  — 1,  perchè 
ambedue  hanno  n cifre,  ma  il  secondo  le  ha  tutte  eguali  al  9, 
e il  primo  no;  si  ha  poi  evidentemente 

(10n  — 1)  a + bc  . . . ma 
= a . 10n  — a + bc . . . mO  + a 
— a . X0n  — j — bc . . . mO 
= abc . . . mO , 

dunque  (n.  58,  II)  il  teorema  è dimostrato. 

247.  Corollario.  — Ogni  frazione  ordinaria  propria  avente 
per  denominatore  un  numero  formato  da  cifre  tutte  eguali  al  9 9 
dà,  ridotta  in  decimale,  un  numero  periodico  semplice,  che  ha  per 
periodo  il  suo  numeratore. 


abc . . . mp 
10n  — 1 


Infatti  se 
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è la  frazione  considerata  (potendo  le  cifre  a,b,c...p , eccetto 
l'ultima  p,  anche  essere  zero)  e si  fa  il  calcolo  che  la  riduce 
in  decimale,  le  cifre  che  si  avranno  successivamente  al  quo- 
ziente saranno,  per  il  teorema  precedente,  a,  b, . . .m,  p,  e resti 
successivi  saranno  rispettivamente  bc . . . inpa , c. ...  mpab , . . . 
pàbc  . . . m , abc . ..mp , dunque  la  conclusione  è evidente. 

E ora  possiamo  risolvere  la  questione  dell’esistenza  della 
generatrice. 


248.  Teorema  III.  — Di  ogni  numero  decimale  periodico 
semplice  minore  dell' unità  la  generatrice  esiste , è unica,  ed  è la 
frazione  ordinaria  che  ha  per  numeratore  il  periodo  e per  de- 
nominatore il  numero  formato  da  tante" cifre  eguali  al  9,  quante 
sono  le  cifre  (insignificative  e significative)  del  periodo. 

Se  infatti  k è il  periodo  composto  di  n cifre,  la  frazione 

lQn_IT  dà  ridotta  in  decimali  il  numero  periodico  semplice 

avente  k per  periodo,  questa  frazione  è dunque  la  genera- 
trice del  numero  dato,  perchè  di  esso  numero  non  possono 
esistere  due  generatrici  distinte. 

Per  es.  la  generatrice  del  numero  decimale  periodico  sem- 

r v t 5648  57 

plice  0,(5643)  e eguale  a . 

249.  Consideriamo  ora  il  caso  di  un  numero  decimale  pe- 
riodico semplice  che  abbia  una  parte  intera  differente  da  zero. 
Per  es.  il  numero  52,(621). 

Si  avrà  evidentemente 

R0 1 

52,(621)  = 52  + 0,(621)  = 52  + . 


Riducendo  in  frazione  impropria  il  numero  misto  del  se- 
condo membro,  e sostituendo  nel  numeratore  al  moltiplica- 
tore 999  la  differenza  1000  — 1,  avremo 

™ x 52  X 999  + 621  52  X (1000  - 1)  + 621 

52,(021)—  999  — 999 

_ 52000  — 52  + 621  52621  — 52  1947 

— 999  ~~  999  — 37  * 

e perciò  possiamo  enunciare  la 


Regola.  — Per  avere  la  frazione  impropria  generatrice  di 
un  numero  decimale  periodico  semplice  che  ha  una  parte  intera 
differente  da  zero,  si  prende  per  numeratore  la  differenza  che 
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si  ha  togliendo  la  parte  intera  dal  numero  formato  scrivendo 
dopo  la  parte  intera  stessa  il  periodo;  e per  denominatore  il 
numero  formato  da  tante  cifre  eguali  al  9,  quante  sono  le  cifre 
del  periodo. 

250.  Teorema  IV.  — Di  ogni  numero  decimale  periodico 
misto  minore  dell’unità  la  generatrice  esiste,  è unica,  ed  è la 
frazione  ottenuta  prendendo  per  numeratore  il  numero  che  si  ha 
togliendo  la  parte  non  periodica  dall’ altro  formato  scrivendo  dopo 
questa  parte  il  periodo , e per  denominatore  il  numero  espresso  ’ 
da  tante  cifre  eguali  al  9,  quante  sono  le  cifre  del  periodo,  se - i 
guitti  da  tanti  zeri,  quante  son  quelle  dell’ antiperiodo. 

Infatti  sia  h (di  a cifre)  l’antiperiodo,  e k (di  p cifre)  il 
periodo;  la  frazione 

h . 10p  + k — h 
10p  — 1 


dà,  ridotta  in  decimali,  per  il  resultato  del  n.  precedente,  il 
numero  decimale  periodico  semplice  che  ha  h per  parte  in- 
tera, e k per  periodo  ; dunque  l’altra  frazione 

A .10*  + A — h 
(10p  — l)10a  ’ 

ottenuta  dividendo  la  prima  per  10a,  dà,  ridotta  in  decimali 
evidentemente  un  numero  decimale  nel  quale  le  cifre  sono 
quelle  medesime  del  precedente  e disposte  nello  stesso  or- 
dine, ma  nel  quale  la  virgola  dei  decimali  è necessariamente 
spostata  di  a posti  verso  sinistra,  ossia  dà  il  numero  perio- 
dico misto  avente  h per  antiperiodo  e h per  periodo  ; e 
siccome  un  numero  periodico  non  può  avere  due  generatrici 
diseguali,  il  teorema  è dimostrato. 

Per  es.  : 


0,47(522)  = 


47522  — 47 
99900 


47475  211 

“ 99900  444  ‘ 


25!.  Supponiamo  ora  che  il  numero  decimale  periodico 
abbia  una  parte  intera  differente  da  zero  ; si  abbia  per  es., 
il  numero  periodico  misto  71,8(25);  si  avrà  evidentemente 
(n.  250): 
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e sostituendo  nel  numeratore  al  fattore  990  la  differenza 
1000  — 10,  avremo 

71,8(25)  = 71X^0Q°-J  + 825  ^-8 

71000  — 710  + 825  — 8 71825  — 718 

” 990  ~ 990 

e resulterà  la 

Regola.  — La  frazione  impropria  generatrice  di  un  numero 
decimale  periodico  misto  che  ha  una  parte  intera  differente  da 
zero,  si  ottiene  prendendo  per  numeratore  la  differenza  ottenuta 
togliendo  dal  ninnerò  che  si  forma  scrivendo  dopo  la  parte  in- 
tera V antiperiodo  e appresso  il  periodo,  V altro  numero  formato 
scrivendo  dopo  la  parte  intera  V antiperiodo  ; e per  denomina- 
tore il  numero  formato  da  tante  cifre  eguali  al  9,  quante  sono 
le  cifre  del  periodo,  seguite  da  tanti  zeri > quante  son  quelle  del- 
V antiperiodo. 

252.  La  frazione  generatrice  di  un  dato  numero  decimale 
periodico,  come  resulta  dall’applicazione  delle  regole  prece- 
denti, non  è (lo  abbiamo  visto)  in  generale  una  frazione  irri- 
ducibile. 

Però  riguardo  ai  fattori  primi  cbe  rimangono  nel  deno- 
minatore, anche  dopo  che  la  generatrice  sia  ridotta  ai  minimi 
termini,  si  hanno  le  proprietà  che  seguono. 

Teorema  Y.  — La  generatrice  di  un  numero  decimale, 
periodico  semplice  è una  frazione  ordinaria,  che  ridotta  irridu- 
cibile, ha  per  denominatore  un  numero  che  non  contiene  i fat- 
tori primi  2 e 5. 

Infatti  questo  denominatore  per  le  regole  dimostrate  (nu- 
meri 248,  249),  è un  numero  le  cui  cifre  sono  tutte  eguali  al  9, 
e perciò  non  divisibile  nè  per  2 nè  per  5 e che  di  conse- 
guenza non  contiene  questi  fattori  primi.  E ovvio  poi  che 
nella  semplificazione,  quando  sia  possibile,  si  sopprimono  dei 
fattori,  e non  se  ne  possono  introdurre  dei  nuovi. 

253.  Teorema  VI.  — La  generatrice  di  un  numero  de- 
cimale periodico  misto  è una  frazione  ordinaria,  che,  ridotta 
irriducibile,  ha  per  denominatore  un  numero  che  contiene  o il 
fattore  primo  2,  o il  fattore  5 o tutti  e due,  insieme  a fattori 
primi  differenti  dal  2 e dal  5. 

Scrivendo  la  generatrice  di  un  numero  periodico  misto 
come  la  dànno  le  regole  dei  nn.  250,  251,  la  conclusione  del 
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teorema  apparirebbe  evidente;  ma  potrebbe  nascere  il  sospetto 
che  eseguendo  la  sottrazione  indicata  al  numeratore  e ridu- 
cendo la  frazione  resultante  ai  minimi  termini,  venissero  a 
sparire  dal  denominatore  ambedue  i fattori  primi  2 e 5.  Per- 
chè ciò  avvenisse  occorrerebbe  però  che,  fatta  la  sottrazione, 
resultasse  il  numeratore  terminato  con  tanti  zeri  quanti  ne 
sono  al  denominatore  ; ma  ciò  non  potrebbe  aver  luogo  altro 
che  nel  caso  in  cui  le  cifre  dell’antiperiodo  fossero  uguali  ad 
altrettante  a destra  del  periodo,  o del  numero  formato  dal- 
l’antiperiodo  seguito  dal  periodo.  E siccome  in  tal  caso  il 
numero  considerato  sarebbe  evidentemente  non  più  periodico 
misto,  ma  periodico  semplice,  il  fatto  accennato  non  può  aver 
mai  luogo. 

254.  Dai  teoremi  V e VI,  e da  quello  del  n.  240,  per  la 
seconda  legge  delle  inverse,  si  deduce  la  proprietà  seguente: 

Una  frazione  irriducibile  dà,  ridotta  in  decimali,  un  numero 
decimale  finito,  periodico  semplice,  o periodico  misto,  secondo  che 
il  suo  denominatore  contiene  rispettivamente  soltanto  i fattori 
primi  2 e 5 o uno  solo  di  essi,  manca  di  questi  fattori,  o li  con- 
tiene, entrambi  o uno  solo,  insieme  ad  altri. 

255.  ,Non  sarà  del  tutto  inutile  l’osservare  che  a un  qua- 
lunque numero  intero,  o decimale  finito,  può  darsi  la  forma 
di  periodico,  sostituendo  aH’ultima  cifra  la  cifra  diminuita  di 
una  unità  seguita  dal  periodo  9,  per  es.:  27,458  = 27,457(9); 
onde  si  conclude  che: 

Ogni  numero  razionale  può  esser  posto  sotto  la  forma  di 
numero  decimale  periodico. 


ESERCIZI 


Teoria  delle  operazioni. 


I. 

1.  Dimostrare  che  « + {&  + (<?+  #)}  = c + {«+(&  + <?)}• 

2.  Idem  che  m — ( a — b + c — d)  — m — a -\-b  — c -f  d. 

3.  Idem  che  m — {a  — (b  -j-  c)  — d^  = m — a b c + d. 

4.  Idem  che  a — {ò  — (6  — c)y  = a — c. 

5.  Dimostrare  che  una  espressione  formata  da  numeri  separati  dai 
segni  -f  e — (polimonio)  che  si  seguono  in  qualunque  ordine  è eguale 
(ammettendo  possibili  tutte  le  sottrazioni  che  vi  sono  indicate)  alla  dif- 
ferenza fra  la  somma  del  primo  e degli  altri  termini  aggiunti  e quella 
dei  termini  sottratti. 

G.  Dimostrare  che  se  alla  somma  di  due  numeri  si  aggiunge  la  loro 
differenza  si  ottiene  il  doppio  del  numero  maggiore,  e se  invece  dalla 
somma  si  toglie  la  differenza  si  ottiene  il  doppio  del  minore. 

7.  Per  aggiungere  un  numero  a una  differenza  si  può  aggiungerlo 
al  minuendo  o toglierlo  dal  sottraendo,  e per  toglierlo  basta  o toglierlo 
dal  minuendo  o aggiungerlo  al  sottraendo. 

8.  Se  quattro  numeri  son  tali  che  la  differenza  dei  primi  due  è eguale 
a quella  degli  altri  due,  la  somma  del  primo  e dell’ultimo  è eguale  alla 
somma  degli  altri  due,  e la  differenza  (se  esiste)  del  1°  e 3"  è eguale  a 
quello  del  2°  e 4°. 

9.  Quando  parecchi  numeri  sono  disposti  in  ordine  crescente  la  somma 
delle  differenze  che  si  ottengono  sottraendo  ciascun  dei  numeri  dal  se- 
guente è eguale  alla  differenza  fra  l’ultimo  e il  primo. 

10.  Quando  più  numeri  sono  disposti  in  ordine  crescente,  e la  dif- 
ferenza fra  ciascun  d’essi  e il  precedente  è sempre  la  medesima,  la 
somma  dei  numeri  estremi  è eguale  a quella  di  due  equidistanti  dagli 
estremi,  cioè  del  2°  e penultimo  ecc,;  e se  i numeri  sono  in  numero  di- 
spari il  doppio  del  numero  medio  è eguale  aila  somma  degli  estremi. 
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11.  Se  si  aumenta  di  un  numero  un  fattore  di  un  prodotto  di  quanto 
aumenta  il  prodotto?  E se  invece  si  diminuisce  il  fattore  di  un  dato 
numero,  di  quanto  diminuisce  il  prodotto? 

12.  Aumentando  i due  fattori  di  dati  numeri,  di  quanto  aumenta  il 
prodotto? 

13.  Dimostrare  che  ( a 6)  • (»»  — n)  = a .m  -f-  b . m — a .n  — b . e 
che  (a  — b)  . (m  + ti)  = a . m — b . m 4-  a . n — b . n. 

14.  Dimostrare  che  (a  — b)  .{m  — n)  — a . m — b . m — a . n -f-  b . n. 

15.  Diminuendo  di  una  unità  ambedue  i fattori  di  un  prodotto  di 
quanto  diminuirà  il  prodotto? 

16.  Porre  nelle  seguenti  somme  in  evidenza  il  fattore  comune: 3.  a + 
3 . b + 3 . c;  2 . m -f-  5 . m -f  7 . m\  a .b  -j-  a . c + a . d. 

17.  Idem  nelle  seguenti  5.a  + 5.6  + 5;  9.a+8.a  + «> 

18.  Porre  in  evidenza  il  fattor  comune  nelle  seguenti  differenze 
7.  a — 7.6;  8 .m  — 5 .m;  a.p — b.p;  3 .a  — 3;  5 .m  — m. 

19.  Trasformare  le  due  seguenti  somme  nel  prodotto  di  altre  due; 
3 X 5 + 3 X 7 + 8lX  5 + 8 X 7;  p.  q + .s  +p  . r + q .s. 

20.  Trasformare  la  seguente  espressione  m . a — m . b -p  n . a — n . b 
nel  prodotto  di  una  somma  per  una  differenza. 

21.  Dimostrare  l’eguaglianza  (a  — 6)2  = a2  + 2 . a . b + 62  ed  enun- 
ciare il  teorema  cui  corrisponde. 

22.  Idem  per  la  seguente,  (a  — 6)2  = a2  — 2 . a . b + 62. 

23.  Idem  per  la  seguente,  ( a -f-  6)  (a  — 6)  = a2  — 62. 

24.  Dimostrare  le  eguaglianze 

(a  + ò)2  + (a  - 6)2  = 2 . (a2  + 62);  (a  6)2  — . (a  — 6)2  = 4 . a . 6 

ed  enunciare  i teoremi  relativi. 

25.  Dimostrare  che  il  prodotto  di  quattro  numeri  successivi  è un 
quadrato  perfetto  diminuito  di  una  unità. 

26.  Dimostrare  che  in  ogni  divisione  il  doppio  del  resto  è minore 
del  dividendo. 

27.  Dimostrare  che  per  moltiplicare  un  quoziente  completo  per  un 
numero  basta  moltiplicarne  il  dividendo,  o dividerne  il  divisore;  e che 
per  dividerlo  basta  dividere  il  dividendo,  o moltiplicare  il  divisore. 

28.  Se  quattro  numeri  son  tali  che  il  quoziente  dei  primi  due  è 
eguale  a quello  degli  altri  due,  il  prodotto  dei  medi  è eguale  a quello 
degli  estremi. 

29.  Se  quattro  numeri  presi  in  un  certo  ordine  son  tali  che  il  pro- 
dotto dei  medi  è eguale  a quello  degli  estremi,  il  quoziente  dei  primi 
due  è eguale  a quello  degli  altri  due. 

30.  Moltiplicando  il  dividendo  per  un  numero,  o dividendolo  per  un 
suo  divisore,  quand’è  che  il  quoziente  incompleto  rimane  moltiplicato, 
o diviso,  per  quel  numero,  o per  quel  divisore? 
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Numerazione  decimale 
e esercizi  e problemi  sulle  operazioni. 

I. 

31.  Quanti  sono  nella  serie  naturale  i numeri  di  due  cifre?  e quelli 
di  5 o di  7 ? 

32.  Un  numero  ha  19  cifre,  che  ordine  di  unità  rappresenta  la  prima 
cifra  a sinistra? 

33.  Quanti  tipi  occorrono  per  la  numerazione  delle  prime  258  pa- 
gine di  un  libro,  supposto  che  non  si  adoprino  mai  i medesimi  carat- 
teri ? 

34.  Si  scrivano  di  seguito  senza  alcuna  interruzione  i numeri  della 
serie  naturale  e si  dica  quale  è la  217ma  cifra. 

35.  Scrivere  nel  sistema  decimale  il  numero  52048  scritto  nel  si- 
stema a base  sei  e nel  quale  si  adoprano  dunque  le  cifre  0,  1,  2,  3,  4,  5. 

36.  Scrivere  nel  sistema  decimale  il  numero  70  a 85  & 3 scritto  nel 
sistema  a base  dodici  e nel  quale  oltre  le  cifre  del  sistema  decimale  si 
adopra  a per  indicare  il  dieci,  e b per  indicare  V undici. 

37.  Scrivere  nel  sistema  a base  cinque  il  numero  decimale  3856. 

38.  Scrivere  nel  sistema  a base  nove  il  numero  decimale  12965. 

39.  Il  numero  45607  è scritto  nel  sistema  a base  otto,  scriverlo  nel 
sistema  che  ha  per  base  dodici. 

40.  Dimostrare  che  nel  sistema  di  numerazione  a base  a,  il  qua- 
drato e il  doppio  di  a — 1 sono  espressi  dalle  medesime  cifre  scritte  in 
ordine  inverso  (v.  es.  22). 

IL 

41.  La  somma  di  due  numeri  è 7846,  la  differenza  è 582;  calcolare 
questi  numeri  (v.  es.  6). 

42.  Determinare  3 numeri  sapendo  che  la  somma  del  primo  e del 
secondo  è 76,  quella  del  secondo  e del  terzo  è 101,  e quella  del  primo 
e del  terzo  è 157. 

43.  Calcolare  la  somma  dei  primi  7825  numeri  della  serie  naturale 
(v.  es.  10). 

44.  Dedurre  dalle  seguenti  eguaglianze  15  — 3 = 18  — x;  4258  — 
— 725  — x — 18  il  numero  rappresentato  da  x (v.  es.  8). 

45.  Trovare  5 numeri  successivi  la  somma  dei  quali  sia  3915. 

46.  Determinare  tutti  i multipli  di  17  minori  di  8262. 

47.  Moltiplicando  un  certo  numero  per  15,  oppure  aggiungendo  28 
al  numero  stesso,  si  ottengono  numeri  eguali;  determinare  questo  nu- 
mero. 

48.  Calcolare  due  numeri  data  la  loro  somma  13224  e il  loro  quo- 
ziente 75. 
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49.  Due  viaggiatori  distanti  metri  29150  si  vanno  incontro,  il  primo 
percorre  1250  metri  all’ora,  il  secondo  1400;  dopo  quante  ore  si  incon- 
treranno e a che  distanza  dai  rispettivi  punti  di  partenza? 

50.  Un  corriere  parte  da  una  stazione  percorrendo  metri  4620  al- 
l’ora; dopo  2 ore  e mezzo  un  altro  corriere  partendo  dalla  medesima 
stazione  si  incammina  sulla  medesima  via  percorrendo  metri  5082  al- 
l’ora. Dopo  quanto  tempo  il  21’  corriere  avrà  raggiunto  il  primo? 

51.  Due  corrieri  partono  insieme  da  una  medesima  stazione  percor- 
rendo la  medesima  strada.  Il  primo  fa  metri  2575  all’ora  (oppure  a), 
il  2°  fa  metri  2620  all’ora  (oppure  6 > a).  Dopo  quante  ore  saranno 
distatiti  fra  loro  di  metri  720  (oppure  d)? 

52.  Due  viaggiatori  dei  quali  uno  fa  192  metri  in  3 minuti,  e l’altro 
metri  56  al  minuto  partono  uno  verso  l’altro  da  due  stazioni  distanti 
metri  62400;  ma  il  2°  parte  2 ore  e mezzo  dopo  dell’altro.  Dopo  quanto 
tempo  s’incontreranno? 

53.  Una  fontana  versa  litri  77  d’acqua  in  11  minuti;  una  seconda 
litri  81  in  9 minuti,  e una  terza  litri  78  in  13  minuti.  In  quante  ore  e 
quanti  minuti  sarà  piena  una  vasca  della  capacità  di  litri  15488  nella 
quale,  a cominciare  da  un  dato  istante,  le  tre  fontane  versano  acqua 
contemporaneamente  ? 

54.  Una  cannella  versa  in  una  vasca  3451  litri  d’acqua  ogni  17 
minuti;  per  una  apertura  praticata  in  fondo  alla  vasca  escono  ogni  ora 
litri  48  d’acqua.  La  vasca  essendo  vuota  e della  capacità  di  litri  4092, 
dopo  quanto  tempo  sarà  ripiena  tenendo  aperta  la  cannella  per  cui  entra 
l’acqua  e l’apertura  dalia  quale  esce? 

55.  Di  un  certo  numero  a cui  penso,  prendo  la  metà;  da  questa  sot- 
traggo 1,  dalla  terza  parte  del  residuo  sottraggo  1,  dalia  quarta  parte 
del  nuovo  residuo  sottraggo  ancora  1,  e ottengo  per  ultimo  resultato 
l’unità.  Qual  numero  pensavo? 

56.  Un  campagnuolo  ha  delle  oche  e delle  pecore;  in  tutto  432  ani- 
mali. Non  volendo  più  tener  le  prime  prende  altre  pecore  in  cambio  di 
quelle  e riceve  3 pecore  per  ogni  32  oche.  Se  così  possiede  200  pecore, 
quante  oche  aveva  da  principio? 

57.  Una  macchina  a vapore  consuma,  per  ogni  cavallo  di  forza  e per 
ogni  ora,  6750  grammi  di  carbone;  sapendo  che  questa  macchina,  stando 
in  attività  giorno  e notte,  ha  consumato  in  8 giorni  395  ettolitri  di  car- 
bone, e che  questo  pesa  80  chilogrammi  l’ettolitro,  trovare  quanti  cavalli 
ha  di  forza  la  macchina. 

58.  Un  fattore  di  campagna,  affinchè  il  foraggio  posseduto  bastasse 
ai  suoi  buoi  per  20  settimane,  vendette  60  buoi;  se  non  l’avesse  ven- 
duti avrebbe  avuto  foraggio  per  sole  14  settimane.  Quanti  buoi  gli  ri- 
masero? 

59.  Un  tale  per  incoraggiare  un  suo  bambino  a studiare  l’aritmetica, 
gli  dice:  per  ogni  esercizio  che  tu  farai  bene  ti  darò  7 centesimi,  per 
ciascuno  mal  fatto  ne  darai  5 a me.  Dopo  fatti  25  esercizi  il  bambino 
si  trova  ad  avere  91  centesimi.  Quanti  erano  gli  esercizi  giusti  e quanti 
quelli  sbagliati? 
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III. 

Calcolare  le  seguenti  espressioni: 

60.  { (100  + 72  - 9)  X 11  — (37  — 8)  X 3 } X 15. 

(25  + 35  + 45)  X 75  -(10  + 40)  X 15 
bl‘  (182  + 13  + 5)  X 5 — 25  X 29 

62.  (a  + b) . (m  + w);  (a  + b)  . m + n;  a + 6.  {ni  + n) ; a + 6.  m + n 
supponendo  a = 6,  6 = 15,  m = 4,  w = 13. 

63.  (a  + b)  : (m  + n)  ; (a  + b)  > m + n,  a + b : (m  + n)  ; a + 6 : m + n 
supponendo  a — 80,  6 = 40,  m — 5,  n = 3. 

32X  7 X 5 X 21  360X  13  X 120  X 18 

7X21  ; 24X  60X9 

32  X 55  w 77  X 64  ^169X  56 
8X5  A 8X11  A 13X7 
3a  X 56  23  X 32  X 54  (72X5)3X(7X42)2 

* 3 X 5*  J 2 X 3 X 53  ’ (7  X 4)3 

67.  Dare  una  regola  per  avere  con  una  sottrazione  il  prodotto  di 
un  numero  per  un  altro  espresso  da  cifre  tutte  eguali  a 9. 

68.  Moltiplicare  12345679  per  i primi  9 multipli  di  9,  il  9 compreso, 
e spiegare  i resultati  singolari  a cui  si  arriva. 

69.  Spiegare  perchè  si  ottiene  il  prodotto  di  95  per  97  moltiplicando 
100  per  92  e aggiungendo  5 X 3 al  prodotto. 

70.  Perchè  si  ottiene  il  prodotto  107  X96,  moltiplicando  100  per  103 
e togliendo  al  prodotto  7X4? 

71.  Si  ha  una  successione  di  numeri  il  primo  dei  quali  è 15  e cia- 
scuno è doppio  del  precedente;  calcolare  il  9mo  numero  della  succes- 
sione senza  calcolare  quelli  che  precedono. 

72.  Dimostrare  che  in  una  successione  di  numeri  analoga  alla  pre- 
cedente, tale  cioè  che  ciascun  numero  sia  eguale  al  precedente  molti- 
plicato sempre  per  uno  stesso  numero,  il  prodotto  dei  numeri  estremi 
è eguale  al  prodotto  dei  numeri  equidistanti  dagli  estremi. 

73.  Dimostrare  che  il  quadrato  di  un  numero  intero  non  può  termi- 
nare con  nessuna  delle  cifre  2,  3,  7,  8. 

74.  Dimostrare  che  la  differenza  dei  quadrati  di  due  numeri  succes- 
sivi è eguale  alla  somma  dei  numeri  stessi. 

Divisibilità  e numeri  primi. 

I. 

75.  Se  i numeri  a e b (a  +>  b)  divisi  per  d danno  i resti  r e r (r  ">  /) 
la  differenza  a — b divisa  per  d dà  per  resto  r — r.  E se  è r<r'? 

76.  Se  due  numeri  a e b divisi  per  c dcànno  resti  eguali,  anche  i 
prodotti  m . a e m . b,  divisi  per  c,  danno  resti  eguali. 
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77.  Scrivendo  di  seguito  più  numeri  in  cifre,  divisibili  per  un  altro, 
si  ottiene  un  numero  divisibile  per  quest’altro. 

78.  Due  numeri  divisi  per  la  loro  differenza  dànno  resti  eguali. 

79.  Se  due  numeri  divisi  per  un  terzo  dànno  resti  eguali,  anche  le 
loro  potenze  dello  stesso  grado,  divise  per  questo  terzo  numero,  dànno 
resti  eguali. 

80.  La  differenza  delle  potenze  di  egual  grado  di  due  numeri  è 
divisibile  per  la  differenza  delle  basi  di  queste  potenze. 

81.  Trovare  la  condizione  per  cui  la  somma  p + q,  o la  differenza 
p — q,  siano  pari  o dispari. 

82.  Seconde  che  i due  termini  della  divisione  sono  pari  o dispari 
(ed  è chiaro  che  quattro  sono  le  ipotesi  possibili)  si  può  sempre  deci- 
dere se  il  resto  sarà  pari  o dispari? 

88.  Il  quadrato  di  un  numero  dispari  è sempre  un  numero  dispari. 

84.  Il  quadrato  di  un  numero  dispari  diviso  per  8 dà  per  resto  1. 

85.  La  somma  di  due  potenze  dello  stesso  numero  è sempre  un 
numero  pari. 

86.  Un  numero  è divisibile  per  4 se  la  cifra  delle  unità  aggiunta  al 
doppio  della  cifra  delle  diecine  dà  un  multiplo  di  4. 

87.  La  differenza  di  due  numeri  espressi  dalle  medesime  cifre,  ma 
scritte  in  ordine  inverso,  è sempre  divisibile  per  9. 

88.  Un  numero  è divisibile  per  6 se  la  cifra  delle  sue  unità  au- 
mentata di  4 volte  la  somma  di  tutte  le  altre  da  una  somma  mul- 
tipla di  6. 

89.  Il  prodotto  n . (n  + 1)  . (n  + 2),  essendo  n un  numero  intero,  è 
sempre  divisibile  per  6. 

90.  Il  prodotto  n . (n  — 1)  . (n  — 2) . (n  — 3)  è sempre,  se  « è intero, 
divisibile  per  2X3X4. 

91.  Il  prodotto  n . (n  + 1) . (n  + 2) . . . . (n  + V — 1)  © sempre,  se  n 
è intero,  e naturalmente  anche  p,  divisibile  per  2 . 3 . 4 . . . . (p  — 1)  .p. 

92.  L’unità,  il  10  e le  potenze  successive  del  10,  dànno,  divise  per  7, 
i resti  1,  3,  2,  6,  4,  5 che  si  ripetono  indefinitamente  nel  medesimo  or- 
dine. Yerificato  questo  fatto  dedurne  un  criterio  di  divisibilità  per  7. 

93.  Con  procedimento  analogo  a quello  del  n.  prec.  stabilire  un  cri- 
terio di  divisibilità  per  13. 

94.  Il  numero  p X (2 p + 1),  qualunque  sia  l’intero  p,  diviso  per  3 
non  può  mai  dare  per  resto  2. 

95.  Quali  sono  le  potenze  di  2 che  diminuite  di  una  unità  diventano 
multiplo  di  3? 

96.  Se  un  numero  non  è divisibile  per  3,  il  suo  quadrato  diviso 
per  3 dà  per  resto  1. 

97.  Il  quadrato  di  un  numero  diviso  per  5 dà  per  resto  uno  dei  nu- 
meri 0,  1,  4. 

98.  Se  un  numero  non  è divisibile  per  7,  il  suo  quadrato,  diviso  per  7, 
dà  per  resto  uno  dei  numeri  1,  2,  4. 

99.  Il  cubo  di  un  numero  non  multiplo  di  7 è un  multiplo  di  7 
aumentato  o diminuito  dall’unità. 
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100.  La  differenza  delle  seste  potenze  di  due  numeri  non  multipli 
di  7 è divisibile  per  7. 

101.  Ogni  potenza  di  1000  è un  multiplo  di  37  aumentato  di  1.  Di- 
mostrata questa  proprietà  dedurne  un  criterio  di  divisibilità  per  37. 


II. 


102.  Dire  per  quali  cifre,  e perchè,  può  terminare  un  numero  primo. 

103.  Dire  quali  dei  seguenti  numeri  è primo:  1103,  2549,  3671, 
16141,  177347. 

104.  Due  numeri  consecutivi  sono  primi  tra  loro. 

105.  Due  numeri  dispari  consecutivi  sono  primi  tra  loro. 

106.  Quand’è  che  tre  numeri  consecutivi  sono  primi  tra  loro  due  a 

due  ? 

107.  Se  due  numeri  sono  primi  tra  loro,  lo  sono  anche  colla  loro 
somma  e colla  loro  differenza. 

108.  Se  due  numeri  sono  primi  tra  loro,  la  loro  somma  e la  loro 
differenza  sono  prime  tra  loro? 

109.  Se  a e b son  primi  tra  loro,  tanto  a -4-  5,  quanto  a — b son  nu- 
meri primi  con  a . b. 

110.  Se  la  somma  di  due  numeri  è un  numero  primo,  i due  numeri 
sono  primi  tra  loro. 

111.  Se  a2  — b2  è un  numero  primo,  a e b sono  numeri  consecutivi. 

112.  Ogni  numero  primo  maggiore  di  3 può  esser  dedotto  dalla  espres- 
sione 6 n ± 1,  in  cui  n è un  conveniente  intero  (sussiste  la  proprietà  in- 
versa?) 

113.  Il  quadrato  di  ogni  numero  primo,  maggiore  di  3,  diminuito 
dell’unità  è divisibile  per  24. 

114.  Enunciare  i criteri  di  divisibilità  per  30,  18,  99. 

115.  Se  a e è son  numeri  primi  con  2,  con  3,  con  5,  a4  — bA  è mul- 
tiplo di  240. 

116.  Se  la  somma  dei  quadrati  di  due  numeri  interi  è doppia  del 
loro  prodotto,  i numeri  sono  eguali. 

117.  Quanti  sono  i numeri  minori  di  1000  e primi  con  1000. 

118.  Se  due  numeri  son  primi  con  5,  o la  somma,  oppure  la  diffe- 
renza, dei  loro  quadrati  è multipla  di  5. 

119.  Se  due  numeri,  dei  quali  uno  è pari,  sono  primi  tra  lorò,  la 
differenza  dei  loro  quadrati  sarà  un  quadrato,  soltanto  quando  la  somma 
e la  differenza  dei  numeri  stessi  siano  pure  quadrati. 

120.  Decomporre  i numeri  56728,  121176,  530480  in  fattori  primi. 

121.  Decomporre  il  numero  540  in  tutti  i modi  possibili  in  due 
fattori  primi  tra  loro. 

122.  Trasformare  la  somma  160  + 252  396  in  un  prodotto  di 

fattori  primi,  senza  eseguire  la  somma  stessa. 
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Divisori  e multipli. 

I. 

123.  Calcolare  i quozienti  360  : 45;  1680  : 240;  59920  : 441; 
290521  : 539. 

124.  Calcolare  tutti  i divisori  del  numero  4260. 

125.  Idem  del  numero  15750. 

126.  Quanti  divisori  hanno  ciascuno  dei  numeri  100800,  1389150, 
3704400. 

127.  Determinare  il  più  piccolo  numero  che  abbia  24  divisori. 

128.  Trovare  6 numeri  che  abbiano  30  divisori  e che  siano  divisibili 
soltanto  pei  numeri  primi  3,  5 e 7. 

129.  Quand’è  che  un  numero  ha  un  numero  dispari  di  divisori? 

130.  Se  si  dispongono  in  ordine  crescente  tutti  i divisori  di  un  nu- 
mero dall’unità  al  numero  stesso,  il  prodotto  di  due  divisori  equidistanti 
dagli  estremi  è sempre  eguale  al  numero  stesso.  Che  osservazione  c’è 
da  fare  nel  caso  che  il  numero  dei  divisori  sia  dispari? 

131.  Un  numero  ha  8 divisori  Compresi  il  numero  stesso  è l’unità, 
e il  prodotto  di  essi  è 331776;  calcolare  questo  numero. 

IL 

132.  Calcolare  il  m.  c.  d.  delle  seguenti  coppie  di  numeri  46761  e 
18304;  233920  e 221040;  3267528  e 84920. 

133.  Calcolare  il  m.  c.  d.  dei  seguenti  gruppi  di  numeri  240,  320, 
560;  330,  275,  2415;  3720,  3696,  3744,  8496. 

134.  Calcolare  tutti  i divisori  comuni  ai  numeri  840,  1300,  1320. 

135.  La  somma  di  due  numeri  è 120  il  loro  m.  c d.  è 15;  calcolare 
i due  numeri. 

136.  Quante  coppie  di  numeri  si  possono  avere  tali  che  abbiano  per 
m.  c.  d.  12  e per  somma  228  ? 

137.  Il  m.  c.  d.  di  due  numeri  è 90,  r quozienti  delle  divisioni  che 
si  fanno  per  ottenerlo  sono  1,  5,  1,  16,  3;  calcolare  i due  numeri. 

138.  Nella  ricerca  del  m.  c.  d.  di  due  numeri  ciascun  resto  o mi- 
nore della  metà  dell’àntiprecedente. 

139.  Il  m.  c.  d.  di  due  numeri  è eguale  a quello  della  loro  somma 
e della  loro  differenza,  o metà  di  esso. 

140.  Il  m.  c.  d.  di  due  numeri  a e 6 è eguale  al  numero  dei  mul- 
tipli di  b contenuti  nel  gruppo  a,  2 . a,  3 . a,  ....  b . a. 

141.  Se  m è il  m.  c.  d.  di  a e b,  i numeri  a 4-  b . c e a b .{c  — 1), 
qualunque  sia  c,  hanno  pure  per  m.  c.  d.  m. 

142.  Dato  il  prodotto  e il  m.c.d.  di  due  numeri  calcolare  questi  numeri. 

143.  Il  m.  c.  d.  di  tre  numeri  è eguale  al  m.  c.  d.  dei  massimi  co- 
muni divisori  di  uno  di  essi  e di  ciascuno  degli  altri  due. 


ESERCIZI. 


145 


III. 

144.  Calcolare  il  m.  c.  m.  delle  coppie  di  numeri  4752  e 3030;  72135 
e 144235. 

145.  Calcolare  il  m.  c.  m.  dei  seguenti  gruppi  di  numeri:  60,  72, 
108,  240;  99,  66,  462,  539,  1089. 

146.  Calcolare  tutti  i multipli  comuni  ai  numeri  120,  210  minori  di 
5000. 

147.  Trovare  il  minor  numero  che  diviso  per  8,  12,  e 15  dia  sempre 
7 di  resto. 

148.  Un  dato  fenomeno  avviene  ogni  450  secondi,  un  altro  ogni  250, 
un  terzo  ogni  600  ; ogni  quanto  tempo  i tre  fenomeni  possono  aver  luogo 
insieme  e quante  volte  ciascuno  di  essi  accade  fra  una  coincidenza  e 
l’altra. 

149.  Il  in.  c.  m.  di  tre  numeri  è eguale  al  loro  prodotto  moltipli- 
cato per  il  m.  c.  d.  e diviso  per  il  prodotto  dei  loro  m.  c.  d.  due  a due. 

150.  Calcolare  due  numeri  data  la  somma  e il  loro  m.  c.  m. 

151.  Calcolare  due  numeri  dato  il  loro  m.  c.  d.  e il  loro  m.  c.  m. 

152.  Il  m.  c.  d.  di  due  numeri  coincide  con  quello  della  loro  somma 
e del  loro  m.  c.  m. 


Frazioni  ordinarie. 
I. 


153.  Se  y è una  frazione  irriducibile  propria,  - ----- , (e  se  è impro- 
pria, sono  anch’esse  frazioni  irriducibili. 

154.  Se  la  frazione  di  un  numero  misto  è irriducibile,  anche  la  fra- 
zione impropria  è irriducibile. 

155.  Se-^-è  una  frazione  irriducibile,  anche  a e - — ~r~ , oppure 

b a.b-  a.b 

, sono  frazioni  irriducibili. 


156.  Se  è data  una  frazione,  dimostrare  che  quella  che  ha  per  ter- 
mini i numeri  ottenuti  scrivendo  di  seguito  lo  stesso  numero  di  volte 
i due  termini  della  frazione  data  (pensati  però,  col  supplire  se  occorre 
con  zeri,  del  medesimo  numero  di  cifre)  è eguale  a questa  stessa  frazione. 

157.  Quali  sono  i numeri  che  possono  aggiungersi,  o togliersi,  ai 
due  termini  di  una  data  frazione,  per  ottenerne  un’altra  ad  essa  eguale? 

158.  La  frazione  - — - — - è irriducibile  qualunque  sia  n. 

2»  X («  + 1) 
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159.  Se  più  frazioni  sono  tra  loro  eguali,  è eguale  a ciascuna  di  essa 
anche  quella  che  ha  per  termini  la  somma  dei  numeratori,  e la  somma 
dei  denominatori  delle  frazioni  considerate. 

b 


ISO.  Se  = -j , 
b d 


161.  Se  ^ = 4, 
b d 


162. 


Se 

b d 


è anche  — = - 


è pure 


ì anche 


163.  Se  £ — è anche 

b d 

164.  Se  y = -j,  è anche 


e anche 


i ± c 


b±d 

d 


165.  Se  = 

b d 


c . m ± d . n 

. . . resulta  che  la  frazione 


a . m 4 - c . n -f  - e . p 


b .m  + d . n -V  f . p - 
è eguale  a ciascuna  di  quelle  considerate. 

166.  Data  una  frazione  quand’è  che  si  può  trovare  un’altra  fra- 

zione eguale  ad  essa  e tale  che  i suoi  termini  abbiano  per  somma  un 
numero  dato  c?  • 

167.  Dimostrare  che  la  frazione  che  ha  per  numeratore  la  somma 
dei  numeratori  di  due  frazioni  date,  e per  denominatore  la  somma  dei 
loro  denominatori  è maggiore  della  minore  di  esse  e minore  della  mag- 
giore. 

168.  Estendere  il  precedente  teorema  al  caso  di  un  numero  finito 
qualunque  di  frazioni. 


oppure  — < 


à + m 


b " b + n 

170.  Dimostrare  che  quando  più  frazioni  di  egual  denominatore 
hanno  il  minimo  denominatore  comune,  i numeratori  e il  denominatore 
sono  primi  tra  loro. 

IL 


171.  Quand’è  che  la  somma  di  due  frazioni  irriducibili  è anch’essa 
ina  frazione  irriducibile  ? 

172.  Quand’è  che  la  differenza  di  due  frazioni  irriducibili  è una  fra- 
tone irriducibile? 

173.  Quand’è  che  il  prodotto  di  due  frazioni  irriducibili  ò lina  fra- 
afeiie  irriducibile? 
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174-,  Quand’è  che  il  quoziente  di  due  frazioni  irriducibili  è una  fra- 
zione irriducibile? 

175.  La  potenza  di  una  frazione  irriducibile  è sempre  una  frazione 
irriducibile. 

170.  Una  frazione  i cui  termini  non  siano  quadrati  di  numeri  in- 
teri non  può  essere  il  quadrato  di  una  frazióne. 

177.  Dedurre  dall’eguaglianza 


b ± in 


*xH9 


la  proprietà  del  n.  206. 

178.  La  differenza  fra  una  frazione  irriducibile  e una  sua  qualunque 
potenza  è una  frazione  irriducibile. 

179.  Qual  è la  condizione  necessaria  e sufficiente  perchè  la  somma 
di  due  frazioni  sia  eguale  all’unità? 

ISO.  Se  la  somma  di  due  frazioni  è eguale  all’unità,  la  differenza 
delle  frazioni  stesse  è eguale  alla  differenza  dei  loro  quadrati. 

181.  Due  frazioni  irriducibili  di  diverso  denominatore  non  possono 
aver  per  somma  un  numero  intero. 

182.  La  somma  di  tre  frazioni  irriducibili  non  può  essere  un  nu- 
mero intero  6e  uno  dei  denominatori  contiene  un  fattore  primo  che  non 
divide  gli  altri  due  denominatoli 

183.  La  somma  di  due  frazioni  inverse  è sempre  maggiore  di  2. 

181.  Se  a e b sono  primi  fra  loro,  la  frazione  a ^ * - — - 


ducibile.  (Si  noti  che  a2  -j-  ab  -f-  è2  = (a  -f- b)2  — ab^j. 

1 1 1 


185.  Osservando  che  ..  — 

n , (n  - 1-  1) 

dimostrare  che  la  somma  delle  frazioni 

111  1 


«fi 


a + b 


qualunque  sia  n, 


2 2.3’  3 . 4 ’ " * (n  — 1)  . n ’ n . (»  + 1) 


differisce  dall’unità  per  la  frazione 


n - 1-  1 " 


186.  Dimostrare  che  la  somma  1 -J-  a -j-  a2  -f-  . . . -f-  an,  in  cui  a è 

^ 1 

un  qualunque  numero  intero  o frazionario,  è eguale  ad -t- , oppure 

a — 1 


1 — an+1 


, secondo  che  a è maggiore  o minore  dell’unità. 
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Calcoli  e problemi  sulle  frazioni  ordinarie. 

I. 


187.  Calcolare  tutte  le  frazioni  eguali  a è più  semplice  di  essa. 


. 18 


8 11 


27  ’ 6 ' 4 ’ 9 ’ 12' 


188.  Disporre  in  ordine  crescente  le  frazioni 

18  25 

18'  36' 

189.  Ridurre  le  seguenti  frazioni  ~ in  altre  ri- 

5 7 o o 11 

spettivamente  eguali  e con  eguale  numeratore. 

190.  Calcolare  l’espressione 


’ 2 5 4 \ 

' + _^T~  8 X 7 ) XI*’ 


191.  Idem 


_7_ 

'12 


192.  Calcolare  l’espressione 


nel  modo  più  semplice. 
5 


3+- 


5+2-J- 


193.  Idem  8 + 


5 + 1 


194.  Idem 


7 + 1 


6f 

5 + 1 


8 + 4 


5 1 


195.  Calcolare  cLl!!L ^ supponendo 


<i  = 5 *t  + 7t-  * = <+xf. 

e — 3-§-  + 2Ì  n = 6X5-|-,  <i  = 5:2Ì. 


196.  Calcolare  l’espressione 

1 w 4862 

2 + 4 4147 

44- 


r 2 38/ 
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II. 

197.  La  somma  di  tre  numeri  e 28  ma  il  primo  è doppio  del  se- 
condo, e il  terzo  è eguale  ad  un  terzo  della  somma  dei  primi  due;  tro- 
vare i tre  numeri. 

19S.  Si  hanno  tre  numeri:  la  somma  del  1°  e del  2°  è eguale  a 5 -|- 

quella  del  2°  e del  3°  è eguale  a 6 y,  quella  del  1°  e del  terzo  è eguale 
2 

a 7j.  Calcolare  i tre  numeri. 

199.  Si  fusero  8 chilogrammi  di  rame  con  5 di  zinco;  quanto  rame 
e quanto  zinco  si  trovano  in  chilogrammi  4 y della  lega? 

200.  Due  fonti  danno:  la  la  litri  15  -7-  in  minuti  secondi  8 4-,  la  se- 

4 2 

5 ...  3 

conda  litri  12  — in  minuti  5 — . In  quanto  tempo  versando  insieme  em- 
piranno una  vasca  della  capacità  di  litri  1285  ^ ? 

201.  Calcolare  il  numero  del  quale  i y di -^-eguagliano  il  numero  75 

2 

202.  Una  palla  elastica  giunge  rimbalzando  ai  — dell’altezza  da  cui 
è caduta.  Da  quale  altezza  è caduta  la  prima  volta  se  l’altezza  del 
4°  rimbalzo  è di  y di  metro? 

203.  Tre  cannelle  versando  in  una  vasca  possono  empirla  la  la  in 
ore  8,  la  2a  in  ore  12  e la  8a  in  15.  In  quanto  tempo  l’empiranno  ver- 
sando tutte  e tre  insieme? 

8 

204.  Un  testamento  dispone  che  i — degli  averi  di  un  possidente 

4 2 

siano  dati  al  figlio  , y del  resto  alla  moglie,  — del  rimanente  alle  per- 
sone di  servizio  e le  lire  1295  che  rimangono  ai  poveri.  Qual  è l’avere 
del  testatore  e la  quota  di  ciascun  erede? 

205.  Moltiplicando  un  numero  per  6 y,  togliendo  5yal  resultato, 

11  2 

dividendo  la  somma  per  — , e aggiungendo  7 y al  quoziente  si  ot- 
tiene 123^.  Trovare  questo  numero. 

200.  Tre  compagnie  di  operai  possono  fare  un  dato  lavoro:  la  1* 

3 

in  12  giorni,  la  2a  in  15;  la  3a  in  16.  Un  impresario  prende:  — degli 
2 3 

uomini  della  prima  compagnia;  i — di  quelli  della  2a  e i -3-  di  quelli 

o c 
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della  3a  Tn  quanto  tempo  gli  operai  scelti,  lavorando  insieme,  condur- 
ranno a terniine  il  lavoro? 

207.  Scomporre  3680  in  tre  parti  tali  che  la  2a  sia  i y della  prima, 

© la  3a  superi  di  tre  unità  il  doppio  della  somma  delle  prime  due. 

208.  Da  un  recipiente  della  capacità  di  litri  136,  e pieno  di  vino, 

se  ne  tolgono  22  litri  e si  riempie  d’acqua;  dal  miscuglio  se  ne  tolgono 
ancora  22  litri  e si  riempie  d’acqua,  e la  stessa  operazione  si  ripete  altre 
due  volte.  Quanto  vino  rimarrà  nel  recipiente?  * 

5 3 

209.  I — di  un  numero  diminuiti  di  5 eguagliano  i suoi  — aumen- 

o o 

tati  di  24.  Calcolare  questo  numero. 

210.  Tre  amici  si  pongono  al  giuoco:  il  1°  possiede  una  somma 
doppia  dei  2 , e il  3°  la  semisomma  degli  altri  due.  Se  in  tre  partite 
successive  ciascuno  perde  la  metà  del  proprio  denaro  che  è guadagnato 
in  parti  eguali  dai  vincitori,  e se  all’ultimo  il  1°  giuocatore  rimane  con 
lire  63,  quanto  avevano  i tre  amici  al  principio  del  giuoco? 

211.  Quattro  persone  si  dividono  una  somma  nel  modo  che  segue: 

la  prima  prende y della  somma;  la  seconda-^-,  la  terza  y.  In  questo 

modo  alla  quarta  rimangono  325  lire  meno  che  alla  seconda.  Qual  fu  la 
somma  spartita? 

212.  Con  1210  lire  furono  comprati  alcuni  montoni;  — di  essi  a 


lire  18  l’uno,  4*  a 20  lire  e il  resto  a 22  lire.  Quanti  montoni  furono 
4 

comprati? 

213.  Due  treni  partono,  uno  dalla  stazione  A verso  B,  l’altro  dalla 
stazione  B verso  A;  partono:  il  1°  alle  4 antim.,  il  secondo  alle  6 — pom. 
Arrivano  rispettivamente  l’uno  alle  1 pom.,  l’altro  alle  2-^- pom.  Se  il 
loro  moto  è stato  uniforme  a che  ora  si  sono  incontrati? 

214.  Un  orologio  segna  le  tre.  Trovare  dopo  quanto  tempo  le  due 
lancette  coincideranno,  e a quale  ora  avverrà  la  coincidenza 

.2 

215.  Una  cisterna  si  trova  riempita  per  i — della  sua  capacità  per 


opera  di  due  condotti,  ed  è inoltre  munita  di  uno  scaricatore.  Aprendo 
solo  il  primo  condotto  la  cisterna  si  riempirebbe  completamente  in  ore  6; 
aprendo  solo  il  secondo  condotto  la  cisterna  si  riempirebbe  in  8 ore; 
chiudendo  i due  condotti  e aprendo  lo  scaricatore  la  cisterna  sarebbe 
vuotata  in  ore  12.  Si  domanda  quanto  tempo  occorre  per  riempire  la 
cisterna  nei  seguenti  casi:  1 che  siano  aperti  i due  condotti  e lo  sca- 
ricatore; 2 che  siano  aperti  i due  condotti  e chiuso  lo  scaricatore;  3 che 
siano  aperti  il  primo  condotto  e lo  scaricatore;  4”  che  siano  aperti  il 
secondo  condotto  e lo  scaricatore. 
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216.  Un  metro  cubo  di  carbone  in  pezzi  non  rappresenta  che  i — del 

carbone  in  roccia;  il  carbone  in  pezzi  pesa  810  chilogr.  il  metro  cubo; 
qual  è il  volume  di  un  pezzo  di  carbone  che  pesa  chilogr.  55  ? 

Frazioni  e numeri  decimali. 

I. 

217.  Calcolare  7,25  : 3,872  a meno  di  0,001  e 0,005  : 1,37  a meno 
di  0.0001. 

218.  Calcolare  ^ 15  V 5 ~ !-  6^:  5^  a meno  di  0,001. 

219.  Un  capitale  di  32000  lire  da  una  rendita  di  lire  1280,25;  parte 
del  capitale  rende  lire  4,25  ogni  100,  l’altra  invece  lire  3,75  ogni  100. 
Calcolare  le  due  parti  del  capitale. 

220.  La  distanza  delle  posizioni  estreme  del  centro  della  lente  di  un 
pendolo  è per  ciascuna  oscillazione  i 0,75  della  distanza  precedente.  A 
un  dato  momento  questa  distanza  è di  centimetri  5,4;  quale  era  tre 
oscillazioni  prima? 

221.  La  produzione  di  una  miniera  di  carbone  aumenta  ogni  anno 
di  0,056;  se  in  una  certa  epoca  era  di  tonnellate  26875  quale  sarà  dopo 
5 anni  ? 

222.  Calcolare  la  somma 


(v.  esercizio  186). 

223.  Dimostrare  che  per  calcolare  una  differenza  di  numeri  decimali 
basta  aggiungere  al  minuendo  il  complemento  aritmetico  (*)  del  sottraèndo 
e sottrarre  l’unità  intera  o decimale  di  quell’ordine  rispetto  a cui  è 
stato  valutato  il  complemento  aritmetico. 

224.  Calcolare  le  segneuti  differenze  facendo  uso  del  complemento 

aritmetico  8956,7835  — 1897,4656;  1,0725367  0,2134567. 

225.  Calcolare  l’espressione  8,25638  + 1,62986  — 5,62093  — 2,71888 
+ 0,22183 — 1,66257  facendo  uso  del,  complemento  aritmetico. 


(’)  Definizione.  — Chiamasi  complemento  aritmetico  di  un  numero  deci- 
male la  differenza  che  si  ha  togliendo  esso  numero  dalla  unità  intera  • 
decimale  di  minimo  ordine  fra  quelle  che  superano  il  numero  stesso. 

Per  es.  il  complemento  aritmetico  di  57,93  è 100  — 57,93  =42,07;  d<  0,0025  è 0,01 
— 0,0025  = 0,0075.11  complemento  aritmetico  evidentemente  si  calcola  a memoria 
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226.  Dire,  senza  effettuare  la  riduzione,  a quale  specie  di  numero 

7 19  7 23  62 

decimale  dà  origine  ciascuna  delle  seguenti  frazioni  — , — , — , — , . 

& 40.  33  25  42  120 

26  47  100  2 117 

77  ’ 80’  169  ’ 143’  850' 


227.  Calcolare 


228.  Idem.  ■ 


4,(5)  4-  2,(7)  - 0,45(3) 
0,54(6)  -4-  0,(7)  — 0,02(6)' 
0,004  : 0,0005 


' 2,4(23)  4-  3,(576)  4-  2,0(001911)* 

(3,(5)-l,8(3)'v/l\  . (3,1  X 0,1(01)) 

22!)‘  Mem- 1 9,(7)- 6,(4)  X7l)  : 1 2,(15)  j 

230.  Estendere  ai  numerali  decimali  periodici  le  note  regole  di  mol- 
tiplicazione e divisione  per  una  potenza  del  10. 

231.  Dimostrare  l’eguaglianza  delle  generatrici  di  un  numero  perio- 
dico, colla  frazione  che  si  ottiene  applicando  le  note  regole,  ma  consi- 
derando come  periodo  il  numero  formato  da  due,  o tre  periodi  scritti 
di  seguito. 

232.  Esaminare  a quali  specie  di  numeri  decimali  puc  < 'spondere 
Va  somma  di  due  numeri  periodici. 

233.  Risolvere  la  questione  analoga  per  la  differenza. 

234.  Idem  per  il  prodotto. 

235.  Idem  per  il  quoziente. 

236.  Trovare  un  multiplo  di  7 le  cui  cifre  sieno  tutte  eguali  al  9. 

237.  Dimostrare  che  sul  numero  delle  cifre  del  periodo  di  un  nu- 
mero decimale  periodico  ha  soltauto  influenza  il  denominatore  della  fra- 
zione irriducibile  da  cui  il  numero  periodico  deriva. 

238.  Se  una  frazione  irriducibile  genera  un  numero  periodico  sem- 
plice, il  numero  delle  cifre  del  periodo  è eguale  all’esponente  della  mi- 
nima potenza  del  10  che  divisa  pel  denominatore  della  frazione  consi- 
derata dà  per  resto  l’unità. 

239.  Se  una  frazione  irriducibile  genera  un  numero  periodico  misto 
il  numero  delle  cifre  del  periodo  è eguale  all’esponente  della  minima 
potenza  del  10,  che  divisa  pel  numero  ottenuto  sopprimendo  nel  deno- 
minatore della  frazione  data  tutti  ì fattori  2 e 5 che  vi  compariscono, 
dà  per  resto  l’unità. 
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